Mengenlehre

Arne Ponitz

Februar 2018

Vorwort

Die axiomatische Mengenlehre bildet zusammen mit dem Axiomensystem von Hilbert fir die
Geometrie das Fundament der Mathematik. In dem vorliegenden Text handelt es sich um eine kompri-
mierte Darstellung des Axiomensystems von John von Neumann, Paul Bernays und Kurt Goédel
(NBG) in der Variante von John Kelley und Anthony Morse. Ausgehend von den semantischen
Antinomien werden zunéchst die Symbole der mathematischen Objektsprache motiviert und
erklart. Auch bei der Beschrankung auf die Objektsprache bleiben jedoch logische Antinomien, die
sich nur vermeiden lassen, wenn man auch die Inhalte der Mathematik auf moglichst wenige Grund-
annahmen (Axiome) zuriickfithrt. Der wesentliche Unterschied des NBG-Systems zum verbreiteten
ZFC-Modell besteht in der Auflésung der logischen Antinomien mit Hilfe der Unterscheidung von
Mengen und Klassen. Eine Klasse kann alles sein, was sich mit Hilfe der mathematischen Ob-
jektsprache beschreiben liasst. Der Mengenbegriff enthélt bereits die Vorstellung einer Absonderung
von einer {ibergeordneten Gesamtheit. In NBG fordert man daher, dass jede Menge Element einer
iibergeordneten Klasse sein muss. Die folgende Behandlung der Mengenalgebra mit Relationen,
Funktionen und Ordnungen ist Standard. Die Ordinalzahlen werden als mengentheoretisches
Modell und Verallgemeinerung der natiirlichen Zahlen eingefiihrt. Im wesentlichen handelt es sich um
eine Klasse, die sowohl durch Inklusion als auch durch die Elementbeziehung wohlgeordnet wird.
Wichtige Anwendungen des verallgemeinerten Z&hlprinzips mit Ordinalzahlen sind Definitionen mit
transfiniter Rekursion und Beweise mit transfiniter Induktion. Die endlichen Ordinalzahlen
lassen sich iiber die Peano-Axiome mit den natiirlichen Zahlen identifizieren. Entsprechend findet
man in diesem Abschnitt Definitionen mit finiter Rekursion und Beweise mit finiter Induktion.
Die Erweiterungen der natiirlichen Zahlen auf ganze, rationale, reelle und komplexe Zahlen
sind algebraisch und topologisch motiviert und werden in diesem Text daher nahezu ohne Beweise
beschrieben. Fiir die Erweiterung des Zahlprinzips auf beliebige Menge mit Hilfe der Kardinalzah-
len benétigt man das Auswahlaxiom. Dieses ist unabhingig von den {ibrigen Axiomen und wird
fiir wichtige Aussagen in Topogie und Algebra in Form von gleichwertigen Aussagen wie z.B. dem
Lemma von Zorn oder dem Maximalprinzip von Haussdorff benétigt. Die Gleichwertigkeit
der vier hdufigsten Alternativen zum Auswahlaxiom wird daher ziemlich ausfithrlich bewiesen. Die
endlichen und unendlichen Kardinalzahlen werden kurz bis zur Kontinuumshypothese dargestellt.
Der Text enthilt aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur das Notigste zum Verstéindnis der Begriffe.
Die Begriindungen einfacherer Aussagen sind héufig in den Text einbezogen oder ausgelassen. Fiir das
Verstandnis reichen formal Schulkenntnisse aus; in der zweiten Hélfte wird allerdings eine Vertrautheit
mit mathematischen Denkweisen vorausgesetzt, die weit Giber die iibliche Schulbildung hinausgeht.

Weilheim, im Februar 2018 Arne Ponitz
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1 Einleitung

Die Mathematik dient wie die anderen Naturwissenschaften auch dazu, unser Verstindnis der Welt
um uns zundchst zu vereinfachen und dann zu erweitern. Bei der Entwicklung der Begriffe von Unend-
lichkeit und Grenzwerten sowie der Erweiterung der Zahlbereiche auf irrationale, transzendente und
imagindre Zahlen ergaben sich im 19. Jahrhundert zunehmend Widerspriiche (Paradoxone = neben
der vorherrschenden Meinung (dogma) oder besser Antinomien = gegen die eigene Bedeutung) und
Unsicherheiten um den Begriff der Zahl und des Zéhlens. Das Ziel der Mengenlehre besteht darin, die
Moglichkeiten und Grenzen des Zéhlens zu verstehen, indem man die Zahlen auf mdéglichst wenigen
einfachen und verstdndlichen Voraussetzungen aufbauend nachkonstruiert.

2 Objektsprache und Metasprache

Die Vielfalt der alltdglichen Umgangssprache bietet Raum fiir semantische Antinomien, wie z.B.
die folgenden:

1. Wenn jemand sagt: “Ich liige.” , liigt er dann oder liigt er nicht?

2. Das Krokodil hat ein Kind geraubt und sagt dem Vater: “Wenn du errdtst, ob ich das Kind
zuriickgebe, werde ich es tatséchlich zuriickgeben. Der Vater antwortet: “Du wirst das Kind
nicht zuriickgeben.” Was soll das Krokodil tun?

3. Richards Paradox: Ordnet man alle endlichen und ausschlieBlich aus lateinischen Buchstaben
gebildeten Ausdriicke fiir reelle Zahlen (z.B. ,,Achtunddreissig geteilt durch Sieben” oder ,Die
Mafzahl der Diagonale eines Quadrates mit einer Kantenlinge von einem Meter in Metern”)
lexikographisch, so erhélt man eine Folge a(n) reeller Zahlen. Der Ausdruck ,Dies ist die Zahl,
die man erhélt, wenn man die n-te Stelle von a(n) um eins vermehrt, wenn sie den Wert Null
bis Acht besitzt und auf Null setzt, wenn sie den Wert Neun besitzt” gehort einerseits zur Folge
a(n), ist aber andererseits verschieden von jeder Zahl in a(n).

Alle semantischen Antinomien kommen dadurch zustande, dass sich Ausdriicke auf sich selbst bezie-
hen und dadurch Zirkelschliisse und Widerspriiche erméglichen. In Beispiel 1 stellt sich der Ausdruck
selbst in Frage. In Beispiel 2 ist eine wenn-dann-Bedingung nicht korrekt formuliert, denn die Folge
»,dann gebe ich das Kind zuriick“ legt bereits die Bedingung ,Wenn du errétst, ob ich das Kind zu-
riickgebe oder nicht“ fest. Auch hier entsteht der Widerspruch durch den Selbstbezug des Ausdruckes.
In Richards Paradox steht der zitierte Ausdruck ja tatsdchlich an einer Stelle n der Folge a(n) und
bezieht sich damit auf sich selbst.

Um semantische Antinomien zu vermeiden, schrénkt man die mathematische Objektsprache soweit
ein, dass Selbstbeziige und Mehrdeutigkeiten unméglich oder zumindest leicht erkennbar werden. Die
Beschrankung auf moglichst wenige mathematischen Symbole (Vokabeln) und klar definierte Verkniip-
fungsregeln (Grammatik) sollen die Formulierung eindeutiger und widerspruchsfreier Anweisungen
erleichtern und &hnelt daher den Programmiersprachen fiir Computer. Demgegeniiber verwendet
man weiterhin die alltdgliche Metasprache, um Aussagen der Objektsprache zu kommentieren.



3 Axiome, Definitionen und Satze

Logische Antinomien sind inhaltliche Widerspriiche, die auch durch Beschrankung auf eine redu-
zierte Objektsprache erhalten bleiben. Beispiele sind:

1. Die Russel-Antinomie betrifft das Universum U aller Mengen. Ist es tatséchlich eine Menge,
so ist sie Element von sich selbst (U € U), was absurd erscheint. Ist es keine Menge, was ist es
dann?

2. Die Burali-Forti-Antinomie betrifft die Menge w der verallgemeinerten natiirlichen Zahlen
(Ordinalzahlen). Die Menge aller Ordinalzahlen bis und einschlieflich einer gegebenen Or-
dinalzahl entspricht der Ordinalzahl, die um eins grofler ist als die gegebene Ordinalzahl. Die
Menge « aller Ordinalzahlen selbst hat aber auch wieder alle Eigenschaften einer Ordinalzahl
und ist daher Element von sich selbst: Die Menge aller Ordinalzahlen einschliellich w entspricht
dann aber der Ordinalzahl w + 1 und w ist also doch nicht die Menge aller Ordinalzahlen.

3. Die Cantor-Antinomie bestrifft die Méachtigkeiten (Kardinalzahlen) C'(U) des Universums
U und C(P(U)) der Menge P(U) (Potenzmenge) ihrer Teilmengen. Einerseits muss U die grofite
Méchtigkeit aller Mengen besitzen, andererseits muss C'(P(U)) noch grofer sein.

Diese drei Antinomien klingen alle recht dhnlich, da sie die grofiten aller vorstellbaren Mengen und
ihre mogliche Erweiterung im Widerspruch zu ihre Maximaleigenschaft beschreiben. Erstaunlicher-
weise sind die drei Antinomien aber zumindest nicht gleichwertig. Es gibt logische Systeme, die Nr.1
vermeiden und Nr. 3 zulassen.

Um auch logische Widerspriiche moglichst weitgehend zu vermeiden, beschrénkt man sich beim in-
haltlichen Aufbau der Mathematik auf wenige Grundannahmen (Axiome), aus denen alle weiteren
Aussagen (Sédtze) hergeleitet werden. Die logischen Regeln der Herleitung mittels der primitiven logi-
schen Konstanten = (,,daraus folgt® ; ,wenn..., dann..*) und < (,,ist gleichwertig zu“; ,,...genau dann,
wenn...) werden aber nicht weiter definiert. Ihre Giiltigkeit beschriankt sich auf menschliches Ermes-
sen. Haufig auftretende Konstruktionen werden in der Regel durch Symbole und Begriffe abgekiirzt.
Definitionen enthalten im Gegensatz zu Sitzen nicht die Konstanten = oder <.

4 Elemente der mengentheoretischen Objektsprache

Logische Variablen a,b,c,...A, B,C, ..a, 3,7, ... bezeichnen mathematische Objekte wie z.B. Zah-
len, Mengen, Funktionen und Ausdriicke. Steht eine Variable a in Abhéngigkeit von einer frei wahlbaren
(siehe unten) Variablen z, so bringt man dies durch die iiblichen Klammern zum Ausdruck und schreibt
a(x). Ersetzt man in einem Ausdruck eine Variable durch eine andere Variable, die bisher nicht in dem
Ausdruck auftrat, so bleibt der Ausdruck unverdndert. Z.B. hat der Ausdruck p(z,y,d) = |z —y| <o
die gleiche Bedeutung wie der Ausdruck ¢(z,z,d) = |z — z| < J, da die Variable y bzw. z in diesem
Ausdruck frei gewahlt werden kann.

Logische Konstanten =, €, 4, ...bezeichnen die Beziehungen zwi-

schen den Objekten der Mengenlehre. Im Gegensatz zu den Variablen ’ Symbol ‘ Bedeutung

diirfen sie nicht durch andere Konstanten ersetzt werden, wenn die ist gleich

Bedeutung eines Ausdruckes erhalten bleiben soll. Die einfachsten lo- ist Element von

gischen Konstanten sind die primitiven Symbole. Dabei handelt es wnd

sich um Abkirzungen fiir Ausdriicke der Metasprache, die dariiber cinschlieBliches oder

hinaus nicht naher erkldrt werden. Sie unterliegen daher dem sub- icht

jektiven Vorbehalt der menschlichen Metasprache. Zwei Objekte ; - -
es gibt ein ... mit

des téglichen Lebens (Menschen, Ameisen, Elektronen, Rechenaus-

driicke, ...) erscheinen z.B. gleich, wenn sie fiir den Beobachter un- fiir alle ... gilt:

daraus folgt:

unterscheidbar sind. Die Unterscheidbarkeit héngt aber von den

Wahrnehmungen und Interessen des Beobachters ab. Die Rechenaus- ist gleichwertig zu

APV <wla <[> m| Il

, fur die gilt:

driicke 14 : 2 und 3 + 4 sind, wie jeder Grundschiiler bezeugen kann,
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in ihrer Qualitdt und Schwierigkeit vollig verschieden, werden aber in der Mathematik gewthnlich
gleich gesetzt, da man sich bei der Betrachtung auf das Ergebnis 7 beschrédnkt und den Rechenweg
und die Ausgangsziffern aufler Acht ldsst. Ahnliche Vorbehalte gelten fiir die meisten anderen pri-
mitiven Symbole, insbesondere aber fiir = und <, die sich auf den , gesunden Menschenverstand*,
d.h. menschliche Logik und Uberzeugung berufen. Wir benutzen die rechts aufgefiihrten primitiven
Symbole:

Ausdriicke werden aus logischen Konstanten und Variablen zusammengesetzt. Um sinnlose Ausdriicke
wie z.B. =€ xy auszuschlieflen, hélt man sich an die folgenden rekursiven Konstruktionsregeln:

1. Ausdriicke kénnen die Gestalt ,x € y“ oder ,,x = y“ haben.

2. Sind ¢ und x Ausdriicke und x eine Variable, so sind auch o, o Ax, pAX, 0 = X, ¢ & X, 3z : ¢
und Vz : ¢ Ausdriicke.

Freie und gebundene Variablen: Enthélt ein Ausdruck eine Variable, die nicht durch die Quanto-
ren 3 oder V bestimmt wird, so ist die Variable einerseits frei wahlbar; andererseits ist die Giltigkeit
des Ausdruckes von der Wahl dieser Variablen abhéngig. Die Variable hat dann die Rolle eines Pa-
rameters und wird freie Variable genannt. Die Abhéngigkeit des Ausdruckes ¢ von einer freien
Variablen x wird durch die tibliche Klammerschreibweise ¢(x) kenntlich gemacht. Ist die Auswahl der
Variablen durch die Quantoren 3 oder V festgelegt, so spricht man von gebundenen Variablen, deren
Auswahl keinen Einfluss auf die Giiltigkeit des Ausdruckes hat. Z.B. ist der Ausdruck ¢(z,y) =z €y
fir z = % und y = Z falsch und fiir z = % und y = Q richtig. Der Ausdruck x(z) = 3z : = € y ist
wahr fiir y = Z und falsch fiir y = (. Der Ausdruck ¢ = Jx : x € Z ist immer wahr, denn es gibt ein
solches x, z.B. x = 2. Der Ausdruck ¢ = Vx : x € Z ist immer falsch, denn fiir z = % ergibt sich ein
Widerspruch.

Axiome, Sdtze und Definitionen enthalten keine freien Variablen, da ihre Giiltigkeit unab-
hingig von der willkiirlichen Auswahl einer einzelnen Variable sein soll. Zur Férderung der Ubersicht-
lichkeit werden daher die Erklarungen Vx,Vy,Vz, ... usw. zu Beginn von Axiomen, Definitionen und
Satzen weggelassen. Scheinbar freie Variablen z,y, z, ... in Axiomen, Definitionen und Sétzen erhalten
also automatisch die Erklarungen Vz,Vy,Vz, ... zu Beginn.

Definitionen sind Erkldrungen fiir neue logische Symbole, die zur Abkiirzung eingefiihrt werden.
Man erhélt durch Einsetzen der neu definierten Symbole kiirzere und iibersichtlichere Ausdriicke, die
sich aber jederzeit wieder auf primitive Ausdriicke zuriickfithren lassen miissen.

Unsere erste Definition dient der Abkiirzung der Negation in den beiden hiufigsten Anwendungsféllen
und soll natiirlich fiir alle x, y gelten, ohne dass dies explizit in der Form Vz, Vy vorangestellt wird.

4.1 Definition der Negation: z ¢ y :< —(x € y) und z # y & —(z = y).

Als Beispiel fiir die Verwendung von Metasprache und Objektsprache vergleichen wir zwei gidngige
Definitionen fiir die Stetigkeit einer Funktion:

4.2 Definition der Stetigkeit I:
Eine Funktion f heifit stetig an der Stelle x ihres Definitionsbereiches, wenn das Urbild jeder f(x)
enthaltenden offenen Menge des Wertebereichs auch wieder offen im Definitionsbereich ist.

4.3 Definition der Stetigkeit II:
f heiBt stetig an der Stelle z € Dy < (f(x) offenin Wy = f~! [U] offenin Dy).

In der Objektsprache erzielt man grofftmogliche Exaktheit und Kiirze durch die Beschrankung auf
an anderer Stelle definierte mathematische Symbole, wodurch allerdings die Ubersichtlichkeit nicht
immer gesteigert wird. Aber auch in der Metasprache werden Informationen ausgelagert, injdem man
an anderer Stelle definierte Fachbegriffe verwendet wie z.B. , Funktion“, Definitionsbereich“, ,Bild*,
Urbild*“ und ,,offen“. Dadurch gelingt es, hinreichend prézise und iibersichtliche Aussagen zu formulie-
ren, die durch Ergédnzungen wie ,auch® und ,wieder* zusétzlich betont werden kénnen. Im folgenden
Text wird wird die iibliche pragmatische Mischung aus Objekt- und Metasprache verwendet, um die
Vorteile beider Darstellungsarten zu nutzen.



5 Mengen und Klassen

Die Ursache fiir das Russell-Antinomie war die unkritische Annahme des Abstraktionsaxioms: Fiir
jeden Ausdruck ¢(x) gibt es eine entsprechende Menge y(¢) = {z : p(x)}, die genau diejenigen Ele-
mente x enthilt, fir die der Ausdruck ¢(z) gilt. Fir ¢(z,y(¢)) = = € ¢(z) erhilt man im Fall
x = y(p) zunichst einen einfachen semantischen Widerspruch durch Selbstbezug, den man mit
der folgenden leicht einsehbaren Einschrinkung des Abstraktionsaxioms aber vermeiden kann: Der
beschreibende Ausdruck ¢ darf nicht von der zu beschreibenden Menge y(¢) (oder gar von sich
selbst) abhéngig sein. Diese Einschrankung wurde 1922 von Thoralf Skolem formuliert. Schwer-
wiegender ist der Fall p(z) = = ¢ z, der einen logischen Widerspruch nach sich zieht: Da z frei
wéahlbar ist, kann man z = ¢(x) einsetzen und erhélt die Russell-Antinomie. Wie in 3.1 schon
bemerkt, ist die Menge {x : x ¢ x} zu grof fiir eine eindeutige Charakterisierung. Die Abgrenzung
einer Menge mittels einer bestimmten Eigenschaft ist nur sinnvoll, wenn nicht von vornherein alle
erdenklichen Elemente dieser Eigenschaft schon geniigen.

Man kénnte nun versuchen, alle diejenigen Eigenschaften auszuschlieffen, die infolge ihrer Allgemein-
heit auf zu grofle Mengen fithren. Einfacher ist die 1908 von Ernst Zermelo vorgeschlagene Ein-
schrankung auf das

Separationsaxiom: Fiir jede Grundmenge z und jeden Ausdruck ¢(x) gibt es eine entsprechende
Menge y(¢,2) = {x: x € z A p(x)}, die genau diejenigen Elemente x aus der Grundmenge z ent-
halt, fir die der Ausdruck () gilt.

Man lédsst also einerseits alle moglichen Eigenschaften zu und beschrinkt sich andererseits in der
Auswahl der entsprechenden Elemente auf eine Grundmenge z. Mit dem Russell-Ausdruck p(z) =
x ¢ x erhdlt man nun die Menge r(p,z) = {x : © € z Az ¢ x}. Durch Einsetzen der beiden Sonderfille
x = z und x = r testen wir, ob sie widerspruchsfrei definiert ist.

Fiir z = z ergibt sich z € r & z € 2 A z ¢ 2. Da die rechte Seite falsch ist, muss auch die linke Seite
falsch sein, d.h., es muss z ¢ r gelten: Die Grundmenge z kann nicht Element ihrer eigenen Teilmenge
sein. Das war zu erwarten und ist akzeptabel.

Fir x = r folgt r € r < r € z Ar ¢ r. Wenn die linke Seite » € r wahr ist, ist » ¢ r falsch und
damit auch die ganze rechte Seite, was zu einem Widerspruch fiihrt. Es miissen also beide Seiten
falsch sein, d.h., der linken Seite wegen gilt ¢ r und damit die rechte Seite falsch bleibt, muss gelten
r ¢ z. Die Menge aller Mengen, fiir diex ¢ z gilt, ist selbst nicht Element der Grundmenge z. Anders
ausgedriickt: Es gibt keine Grundmenge z, die grof§ genug ist, um die Menge aller Mengen mit
x ¢ x als Element zu enthalten. Das Universum als Menge aller Mengen ist also keine Menge und
durch das Separationsaxiom von weiteren Betrachtungen ausgeschlossen.

Wegen der Unbestimmtheit des Ausdruckes ¢(x) handelt es sich bei dem Separationsaxiom eigent-
lich um ein Schema fiir die Formulierung unendlich vieler Axiome. Im Jahr 1922 gelang es Thoralf
Skolem und Abraham Fraenkel, ein System aus acht endlichen Axiomen und dem Schema der Se-
parationaxiome aufzustellen, dass einerseits frei von direkten Widerspriichen ist und andererseits die
Herleitung aller géngigen mathematischen Aussagen erlaubt. Unter den acht endlichen Axiomen ist
auch das berithmte, von Ernst Zermelo formulierte Auswahlaxiom (Axiom of Choice), woraus sich
die Abkiirzung ZFC fiir dieses bis heute weit verbreitete Axiomensystem ableitet.

Das Separationsaxiom vermeidet logische Antinomien, indem es die entsprechenden sehr grofien Ob-
jekte einfach von der Betrachtung ausschlief§t. Da es das Universum U aller Objekte in diesesm System
nicht gibt, erhélt man allerdings in Grenzfillen etwas unbefriedigende Aussagen wie z.B. () = (). Der
Durchschnitt (z einer Menge x enthélt ndmlich nach Defintion 6.2 alle Elemente, die in allen Ele-
mente von x enthalten sind. Fiir z = () enthélt x keine Elemente, so dass die Bedingung leer ist und
daher auf alle Elemente zutrifft. Es miisste also eigentlich gelten (& = U. Abgesehen von solchen
Schonheitsfehlern besteht die Motivation fiir die Entwicklung der Mengenlehre auch in dem Wunsch,
die Grenzen der menschlichen Vorstellung zu erweitern und gerade sehr groflie Objekte wie das Uni-
versum U besser zu verstehen und zu beschreiben. Durch Arbeiten von John von Neumann (1923),



Paul Bernays (1937) und Kurt Godel (1940) wurde iibergeordnete Begriff der Klasse entwickelt, um
auch diese grofiten und interessantesten Objekte etwas zugénglicher zu machen:

5.1 Definition der Menge: Eine Klasse x heifit Menge, wenn sie Element einer Klasse z ist, d.h.,
wenn Jz : x € z Eine Klasse, welche keine Menge ist, wird als echte Klasse bezeichnet.

Das Separationsschema wird dann erweitert auf das

0 Klassifizierungsschema : Fiir jeden Ausdruck ¢(x) gibt es eine entsprechende Klasse y(¢) =
{z:3z:2 € 2N p(x)}, die genau diejenigen Mengen x enthélt, fiir die der Ausdruck ¢(z) gilt.

Der Unterschied zum Separationsschema des ZFC-Systems besteht in der Behandlung der Grundklasse
z: z kann eine echte Klasse sein und ist kein freier wihlbarer Parameter mehr, sondern eine durch den
Quantor 3 gebundene Variable. Die Klasse der Mengen, welche dem Russell-Ausdruck p(z) =z ¢ x
geniigen, schreibt sich nun r(p) = {z:3z:x € 2Nz ¢ x}. Mit © = r ergibt sich r € r & 3z : 1 €
2z Ar ¢ r. Da wie oben schon begriindet beide Seiten falsch sein miissen, folgt fz : r € 2: Die Klasse
r ist keine Menge. Sie ist zu grof}, um sie von einer anderen Menge abzugrenzen. Das ist akzeptabel.
Die Uberlegung x = z eriibrigt sich, weil die Grundmenge z von z abhéngig ist und nicht willkiirlich
festgelegt werden darf.

Die Mengendefinition und das Klassifizierungsschema sowie acht weitere Axiome bilden die Grundlage
des nach seinen Hauptentwicklern benannten NBG-Systems, das heute eine dhnliche Verbreitung wie
ZFC gefunden hat. Man kann zeigen, dass in NBG die gleichen Sitze iiber Mengen bewiesen werden
kénnen wie in ZFC. Dariiber hinaus sind aber Aussagen iiber echte Klassen formulierbar, die in
ZFC nicht moglich sind. Ein eher formal-asthetisches Argument fiir NBG besteht darin, dass sich das
Klassifizierungsschema durch acht Spezialfélle ersetzen ldsst. NBG lésst sich also durch ein endliches
Axiomensystem von insgesamt 16 Axiomen beschreiben. Dies ist bei ZFC nicht moglich.

Aus dem Klassifizierungsschema folgt unmittelbar der

5.2 Satz iiber die Elementbeziehung: x € ¢(x) ={z : 3z : z € 2 A p(x) & ¢(z) und z ist eine
Menge.

Klassen werden auch in diesem Text in der abgekiirzten Form y = {z : p(z)} definiert. Die Klasse x
mit ¢(z) ist aber nur dann Element von y, wenn sie auflerdem eine Menge ist, d.h., wenn sie Element
einer iibergeordneten Klasse z ist.

Die Eigenschaft = ¢ z als Ausdruck einer minimalen Struktur innerhalb einer Menge wird gefordert
im
I Fundierungsaxiom: Jede nichtleere Klasse = besitzt ein Element, dessen Element nicht in z liegen.

5.3. Satz: v ¢z

Beweis: Durch Anwendung des Fundierungsaxioms auf die Klasse {z}, welche als einziges Element
die nicht leere Menge z enthélt. Da {z} nur ein einziges Element enthilt, diirfen die Elemente von x
nicht in {z} liegen, woraus die Behauptung folgt. Die Behauptung gilt auch fiir leere Klassen, da sie
keine Element enthalten.

Im urspriinglichen NBG-System sind nicht nur die ungebundene Variable x, sondern auch etwaige
gebundene Variablen in demn Ausdruck ¢(z) auf Mengen beschriankt. Diese Einschrankung wird in
den Lehrbiichern von John Kelley (1955 Anhang von General Topology) und Anthony Morse 1965
(Set Theory) aufgehoben, wodurch das Klassifizierungsschema so erweitert wird, dass es sich nicht
mehr durch acht Spezalfille ersetzen lasst. Sie ermoglicht aber vor allem bei den Relationen und
Funktionen eine {ibersichtlichere Darstellung und wird daher in diesem Text iibernommen.

Die im Alltag iibliche Minimalbedingung fiir die Gleichheit zweier Mengen besteht darin, dass sie we-
nigstens in ihren Elementen iibereinstimmen. Diese extensionale Auffassung wird in der Mathematik
auch schon als hinreichend betrachtet:

ITI Extensionalititsaxiom: r =y & Vz:z€x & 2z €y.



Alle iiber die blofle Zusammensetzung hinausgehenden, etwa topologischen oder algebraischen Struk-
turen, welche die Elemente einer Menge ordnen, werden getrennt beschrieben und in einer iibergeord-
neten Menge aufgefithrt. Z. B. wird eine Menge X = {a; b}, auf der eine Verkniipfung o : X x X — X
durch aoa =bob=aund aob = boa = b sowie ein Mengensystem 7 = {); X} definiert sind, als
topologische Gruppe G = {X;o0; 7} notiert. Im Alltag lasst sich dieser Ansatz etwa mit der techni-
schen Beschreibung einer Maschine vergleichen, welche sich in eine Teileliste X , einen BauplanT und
die Funktionsbeschreibung o gliedert.

Dagegen hat sich die intensionale Auffassung der Mengenbeschreibung nicht durchsetzen kénnen, weil
die an jedes Element gebundene individuelle Definition von Anordnung, Vorgeschichte und Darstellung
fiir praktische Zwecke zu aufwendig ist.

6 Elementare Algebra fiir Klassen

6.1 Definitionen: Die kleine Vereinigung x Uy := {z: z € x V z € y} ist die Menge aller Ele-
mente, die in z oder y liegen und der kleine Schnitt zt Ny := {z: z € z A z € y} die Menge aller
Elemente, die in  und y liegen. x und y sind disjunkt, wenn z Ny = (.

6.2 Definitionen: Die grof3e Vereinigung |Jz := {z: Jy: z € y € z} ist die Menge aller Elemente,
die in irgendeinem Element von liegen und der grofie Schnitt Nz = {z: Vy: z € y € x} ist die
Menge aller Elemente, die in jedem Element von z liegen. Die Mengenfamilie  wird in der Praxis
héufig durch eine Bijektion (siehe 9.1) I <» x mit x; := z(i) Vi € I auf eine linear geordnete (siehe 10.1)
Indexmenge I gegliedert. Mit « = {z; : ¢ € I} erhélt man dann Jz = Uz ={2: Fi €1 : z € ;}
und N = Njerxi = {z: Viel: z € x;} . Die Mengenfamilie x heifit paarweise disjunkt, wenn
unNv = 0Vu,v € z.

6.3 Satze iiber Rechenregeln fiir Vereinigung und Schnitt:
1. Neutrale Elemente: tUz =z und x Nz = z.
2. Kommutativitat: tUy=yUxund zNy =y Nx.
3. Assoziativitit: (zUy)Uz=2zU(yUz)und (zxNy)Nz=xN(yNz).
4. Distributivitat: zN(yUz) = (zNy)U(zNz)und zU (yNz)=(zUy)N(xUz2).

Die Beweise zu den Rechenregeln ergeben sich durch direkte Anwendung des Klassifizierungsschemas 0
und des Extensionalitdtsaxioms II. Die Rechenregeln sind hier fiir die kleine Version formuliert und gel-
ten analog fiir die grofle Version. Bei intensionaler Auffassung der Gleichheit etwa unter Einbeziehung
der Reihenfolge der Elemente wiirden Kommutativitdt und Assoziativitdt nicht mehr gelten!

6.4 Definition: z¢ := [y : y ¢ z| ist das Komplement von x. Das Komplement einer Menge ist im
Allgemeinen keine Menge, sondern ein echte Klasse.

6.5 Sidtze iiber Rechenregeln fiir Komplemente (de Morgan):
1L (29 =z
2. (xNy)=a°Uy°
3. (zUy) =a°Ny°

0,6.4 0,6.4
Beweis zu 3.: z € (zNy)° & z¢a2zUyAJu:z€e€u & -(z€xAz€y) ANJu: z<€u
Logik 0,6.4 I,6.1

& (z2dzxzVzdy) ANJu:zeu & zeaxVzey & zextUyl.

Die konsequente Verwendung der Objektsprache verdeutlicht die typische Struktur dieses Beweises:
Die Mengenaussauge wird mittels der bisher eingefiihrten Definitionen 6.1 und 6.4 sowie des Klassi-
fizierungsschemas I in die rein logische Aussage — (z € A z € y) iibersetzt. Der Kern des Beweises
besteht in der Umformulierung dieser Aussage in die Form z ¢ xV z ¢ y mittels der Anwendung eines



logischen Schlusses bzw. des gesunden Menschenverstandes auf die primitiven Konstanten € und V.
Anschlieflend wird dieses Aussage rein formal wieder in die gewiinschte Mengendarstellung umgewan-
delt. Die Beweise der ersten beiden Aussagen sowie der meisten folgenden Satze verlaufen analog und
werden daher ausgelassen.

6.6 Definition:
1. Die mengentheoretischen Differenz von z und y ist z \ y := z Ny°.
2. Die symmetrische Differenz von = und y ist zAy := (zxUy) \ (zNy)
3. x Cy & Vz: z€x= z€y. xist dann eine Teilmenge von y.

6.7 Satze iiber Teilklassen:

r=y < rxCyNyCo

rCyNyCz=xCz

rCy o rUy=y s znNy=2c

rCyez\y=0< yhe=y\z

rCy=UzCcUyANyCNz

6. zcy=>zClUyANyCx

Gtk W=

Die Beweise ergeben sich durch direkte Anwendungen der Definitionen.

6.8 Definition: 2% := {y : y C z} ist die Potenzklasse von x. Nach dem Klassifizierungsschema I
enthélt die Potenzklasse nur diejenigen Teilklassen von x, welche auch Mengen sind. Insbesondere ist
U ¢ 2V Handelt es sich um eine endliche Menge mit |z| € N Elementen, so enthilt die Potenzklasse
2% = 217l Elemente, denn jede Teilmenge y C z entspricht einer Abbildung y : = — {0;1} und
umgekehrt.

IIT Potenzmengenaxiom: Fiir jede Menge z ist die Potenzklasse 2* wieder eine Menge und enthélt
alle Teilklassen von x.

6.9 Satz: Jede Teilklasse einer Menge ist eine Menge

Beweis: Nach 6.8 und III ist jede Teilklasse z einer Menge x ein Element der Potenzklasse 2¥ und
daher eine Menge.

7 Existenz von Mengen

Die Existenz einer Menge kann bisher und auch im Folgenden nicht bewiesen werden.
Sie ist im Unendlichkeitsaxiom VIII enthalten, welches aber noch viel weitergehende Forderungen
umfasst und daher auf den Abschnitt 12 verschoben wird.

7.1 Definition: U := {z : z = z} ist das Universum. Es enthélt genau die Klassen, die im exten-
sionalen Sinn eindeutig beschrieben werden kénnen. Fiir jede Klasse x € U und jedes Element y gilt
entwedery € = oder y ¢ x.

7.2 Satz: Das Universum ist die Klasse aller Mengen.

Beweis: Jedes x € U ist nach Definition 5.1 eine Menge. Umgekehrt ist jede Menge x Element einer
Klasse z. Uber die Zugehorigkeit zu einer Klasse z kann aber nur dann eindeutig entschieden werden,
wenn fiir jedes Element y bestimmt werden kann, ob entweder y € x oder y ¢ x gilt. Es muss daher
x = x gelten und nach dem Klassifizierungsschema I folgt x € U.

7.3 Definition: () := {x : = # z} heifit leere Klasse .

7.4 Satz: Die leere Klasse enthélt keine Elemente.

7.2 7.1 7.3
Beweis: Angenommen, 2 €() = z2€U = z=2 = z¢0.
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7.5 Sétze liber das Universum und die leere Klasse:
L. )g¢=Uund U =10
2.0czundzCU
3.2N0=0und zNU =2z
4. zUP=zund 2UU =U
5. N0=Uund U =10
6. J=0und YU =U

Beweise der letzten vier Aussagen:

0,6.2 7.4 7.2

N0=U,dennzeNd & Vy:yel=>zeyANIz:z€z & Jz:2€2 & xel.
6.9 7.2 6.2 7.4

NU=0,denn ) Cx € YU = 0 ist eine Menge = 0 cU = AU COPund c NU.

0,6.2 7.4 7.4
Ubh=0,denmzc Ul & Jy:yebhzecy = UDCchund® c U0

7.2 III 0,6.2
UU = U, denn ¢z € U = xisteine Menge = z € 2* ¢e U = z € YU = U C YU und
7.2
yu c U.
7.6 Satz: Fir alle x # () ist ()« eine Menge.
7.4 6.2 6.9

Beweis: 2 40 = Jy:yczx = (NxCy = ()x ist eine Menge.
7.7 Satz: 2V =U .

7.4 7.5 6.9
Beweis: 2 €2V = z €U und umgekehrt 1 €U = 2z CcU = z €2V .
7.8 Satz: U ist keine Menge.

Beweis: Die Russell-Klasse » = { : © ¢ x} ist keine Menge, denn nach dem Klassifizierungsschema
0 gilt r € r < r ¢ r und r ist eine Menge. Wegen Satz 7.5 gilt auflerdem r» C U und wegen Satz 6.9
kann dann U keine Menge sein.

IV Kleines Vereinigungsaxiom: Mit x und y ist auch ihre Vereinigung x Uy eine Menge.
7.9 Satz: Das Komplement z¢ einer Menge ist keine Menge: © € U<z¢ ¢ U

Beweis: Wire auch das Komplement x¢ einer Menge x eine Menge, so miisste nach dem kleinen
Vereinigungsaxiom auch das Universum U = x U ¢ eine Menge sein im Widerspruch zu 7.8.

Die Aussagen () # U und insbesondere ,,() ist eine Menge*“ sind nicht beweisbar und miissen postuliert
werden. Sie folgen aus dem Unendlichkeitsaxiom VIII in Abschnitt 12.

Die folgenden Abschnitte befassen sich mit der Ordnung von (bis auf weiteres hypothetischen) Mengen
durch Relationen und Funktionen. Diese fithren zur mengentheoretischen Herleitung des Zéhlens
mittelst der Ordinalzahlen. Die fiir die Konstruktion der Ordinalzahlen benétigten ,, geschachtelten
Mengen werden im Unendlichkeitsaxiom VII postuliert. Die endlichen Ordinalzahlen entsprechen
den natiirlichen Zahlen. Fiir den Vergleich unendlich grofler Mengen verwendet man die ebenfalls
aus den Ordinalzahlen abgeleiteteten Kardinalzahlen und benétigt dafiir ein letztes Axiom, das
Auswahlaxiom VIII.
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8 Relationen

Die Konstruktion von geordneten Paaren auf einer zunéchst vollig amorphen Menge ist mit gewissem
technischen Aufwand verbunden. Die Beweise zu den folgenden Sédtzen ergeben sich durch rein mecha-
nische Anwendung der Rechenregeln aus Abschnitt 6 und werden hier nicht dargestellt. Entscheidend
ist der Satz 8.8 iiber die Eindeutigkeit der geordneten Paare.

8.1 Definition: {z} = {z: v € U = 2z = 2} wird Atom x genannt. Ist = eine Menge, so ist {z} die
Klasse, deren einziges Element x ist. Wegen = € 2% folgt in diesem Fall {z} € 2*. Insbesondere ist {z}
dann ebenfalls eine Menge und es gilt |J{z} = N {z} = z. Ist = keine Menge, so gilt * ¢ U und daher

{z} =U{z} = U und N{z} = 0.

8.2 Definition: {z;y} := {z} U{y} heifit ungeordnetes Paar von x und y. Wegen 8.1 und IV ist
{z;y} genau dann eine Menge, wenn dies auch fiir x und y gilt und in diesem Fall ist z € {z;y} <
z=uxV z=y. Nach 8.1 gilt {z;y} = U genau dann, wenn z oder y keine Menge ist.

8.3 Satz: Sind x und y Mengen, so gilt N{z;y} = Ny und U{z;y} = z U y. Ist x oder y keine
Menge, so gilt N{z;y} =0 und U{z;y} =U.

8.4 Definition: (z;y) := {{z} U{z;y}} heiit geordnetes Paar. Wegen 8.2 und IV ist (x;y) genau
dann eine Menge, wenn dies auch fiir x und y gilt. Nach 8.2 gilt (x;y) = U genau dann, wenn x
oder y keine Menge ist.

8.5 Satz: Sind « und y Mengen, so gilt U(z;y) = {z;y}, N(z;y) = {z}, UN(z1y) = NN(x;9) = 2,
UU(z;y) = 2 Uy und NU(z;y) = zNy. Ist  oder y keine Menge, so gilt UN(z;y) = NU(z;y) =
0 und UU(z;9) = NN(25y) = U.

8.6 Definition: pi(z) := (N z ist die erste und p2(z) := (NUz2) U (UUz2)\ (UNz)) die zweite
Koordinate von z.

8.7 Satz: Sind 2 und y Mengen, so gilt p1(z;y) = x und pa(z;y) = y. Ist z oder y keine Menge, so
gilt py(2;y) = pa(w;y) = U.
8.8 Satz: Sind x und y Mengen, so gilt (z;y) = (u;v) & x=u A y = .

8.9 Definitionen: R heifit Relation, wenn fiir jedes z € R zwei Klassen z und y existieren mit
z = (x;y). Eine Relation ist also eine Klasse geordneter Paare. Fiir (z;y) € R schreibt man auch
zRy. Thre Inverse ist R™! := {(z;y) : (z;y) € R}. Damit folgt (R~1)~! = R. Zwei Relationen lassen
sich verketten geméafl SoR = {(x;y): Jy: (z;y) € R A (y;2)}. Die Verkettung ist assoziativ mit
(T'oS)o R = To (SoR). Offensichtlich gilt (S o R)~! = R~! o S~!.Spezielle Relationen sind die
Produktmenge z x y := {(u;v) : u € x A v € y} und die Diagonale A := {(x;y) : x = y}. Eine
Relation R heifit reflexiv, wenn A C R; symmetrisch, wenn R = R™!; antisymmetrisch, wenn
RNR™! = A und transitiv, wenn Ro R C R. Man nennt sie Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist. Die Klasse R(z) := {y: (z;y) € R} ist dann die Aquivalenzklasse
von z. Aus der Reflexivitdt folgt z € R(xz). Wegen der Symmetrie und der Transitivitédt ist
rRy & R(z) = R(y) und —zRy < R(z) N R(y) = 0. Fiir eine Aquivalenzrelation R C x x x ist die
Quotientenmenge =\ R := {R(u) : u € z} aller Aquivalenzklassen eine Familie paarweise disjunkter
Mengen mit z = Jz \ R.

9 Funktionen

9.1 Definitionen: Eine Relation f heifft Funktion, wenn gilt: (z;y) € f A (z;2) € f = y = z. Eine
Funktion ist also eine Relation, deren zweite Koordinate durch die erste Koordinate eindeutig bestimmt
wird. Sie wird daher als Wert f(x) := {y: 3z : (z;y) € f} von f an der Stelle x bezeichnet. Die
Klasse Dy := {z: Jy: (x;y) € f} heiBt Definitionsbereich. Nach Satz 7.4 gilt + ¢ Dy = f(x) =
N0 = U: der Funktionswert ist unbestimmt. Nach 8.1 gilt andernfalls z € Dy < N{y} = y mit
(z;y) € f. Insbesondere ist fiir jedes € Dy der Wert f(x) eine Menge. Die Funktion ldsst sich
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also in der Form f = {(z;y): y = f (z)} beschreiben. AuBerdem definiert man das Bild f[x] :=
{y: uex: (wy) € f} einer Klasse x unter f. Das Bild f [Dy] wird Wertebereich genannt. Man
schreibt dann f : Dy — f[Dy]. Beschrankt man die Definition auf eine Menge A C Dy, so erhélt
man die Restriktion f|A : A — f[A]. Haufig ist vom Wertebereich f [A] nur bekannt, dass er in
einer eventuell grofleren Menge B liegt. Man schreibt dann f : A — B und nennt f surjektiv, wenn
f[A] = B. Die Funktion f heifit injektiv, wenn gilt: (z;y) € f A (u;y) € f = = = u. Dann ldsst sich
die erste Koordinate eindeutig aus der zweiten Koordinate bestimmen und die Umkehrfunktion f~!
ist ebenfalls wieder eine Funktion. Schliefllich heifit sie bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
In diesem Fall ist f~1[B] = A .

9.2 Satz: Fiir eine Funktion f: X — Y und alle A, B C X sowie C C Y gilt

1 fYAUB) = £ A U (B und fAUB] = f[A] U f[B)

2 fUANB] = £A) 0 B und fANB] © f[A] 0 f[B)

3. F1YNCl = X\ f(C] und £X\ 4] € £(X]\ £14)

4. fist injektiv & f[ANB] = f[A] N f[B] fir alle A, B C X.

5. fist injektiv < f[X \ A] = f[X]\ f[4] und bijektiv & f[X \ A] =Y\ f[A] fir alle A C X.
9.3 Satz:f =g & Vo : f(z) =g (z).

Zwei Funktionen f und ¢ sind gleich, wenn ihre Werte an jeder Stelle x iibereinstimmen. Der Beweis
verwendet ausschliefllich die Definitionen und Aussagen aus 9.1. Die Fallunterscheidung x € Dy bzw.
x ¢ Dy ist vor allem dann von Bedeutung, wenn g eine Fortsetzung von f ist, d.h., wenn f C g.

Beweis:
Vor.
=:8ei f=g:Fallsz € Dy = Jy: (z;y) € fmity = f(x) = (z;y) € gmity = g(zx) =
Vor.
f(x)=g(z). Fallsx ¢ ¢ Dy = By: (z;y) € fund f(2) =0 = Py: (z;y) €9 = gx)=0.
«: Sei f # g und 0.B.d.A (z;y) € f\ g mit y =g(x). Falls . € Dy = 32z : (x;2) € g mit z = g(z)
Vor.

= f(z) =y # z=g(x). Falls x ¢ Dy, folgt g(x) = fund da nach Vor. f(z) # 0, folgt f(z) # g(x).
Fir den folgenden Satz {iber Produktmengen benttigt man gleich zwei Axiome:
V Ersetzungsaxiom: Das Bild f [z] einer Menge z ist wieder eine Menge.

VI Grofles Vereinigungsaxiom: Die Vereinigung |Jx der Elemente einer Menge x ist wieder eine
Menge.

Das kleine Vereinigungsaxiom IV ldsst sich nicht aus dem grofien Vereinigungsaxiom VI herleiten,
weil sich die kleine Vereinigung nicht durch die grofle Vereinigung ersetzen lasst. Z.B. ist z Uy =

Uz} u{y}).
9.4 Satz: Fiir zwei Mengen « und y ist auch ihr Produkt z x y eine Menge.

Beweis: Fiir jedes u € z ist {u} xy das Bild der auf y definierten Funktion f mit f(v)= (u;v) und nach
Axiom V daher eine Menge. Das Bild der auf x definierten Funktion g mit g(u) = {u} x y ist dann
nach Axiom V ebenfalls eine Menge. Nach Axiom VIist x xy = J{{(w;v): v:vey}: Ju: uez}
=U{{u} xy: Ju: uez} =glr] dann wieder eine Menge.

9.5 Satz: Ist der Definitionsbereich einer Funktion f eine Menge, so ist auch f eine Menge.
Beweis: Mit Axiom V und VI, denn f C Dy x f[Dy].

9.6 Definition: y* := {f : x — y ist eine Funktion}.

Handelt es sich um endliche Mengen mit |z| € N bzw. |y| € N Elementen, so gilt [y*| =| y |I*].
9.7 Satz: Fiir zwei Mengen x und y ist auch y® eine Menge.

Beweis: Jedes f € y* ist nach Satz 9.5 Teilmenge von x X y und nach dem Potenzmengenaxiom III
sowie Satz 9.4 folgt f € 2%*¥ und 2**Y ist eine Menge. Damit folgt y* C 2**¥ und nach Satz 6.9 ist
y* eine Menge.
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10 Ordnungen

10.1 Definitionen: Eine Relation < heifit Ordnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Das geordnete Paar (A; <) mit <€ A x A heifit dann geordnete Klasse. Fiir eine geordnete Klasse
(A; <) unterscheidet man das kleinste Element ay € A , wenn Va € A : ap < a und das minimale
Element by € A, wenn Va € A : a < by = a = by. Entsprechendes gilt fiir das grofite und das
maximale Element von A. Fiir eine Teilmenge B C A nennt man by € A eine untere Schranke
von B, wenn Vb € B : by < b. Die grofite untere Schranke heifit Infimuminf B. Entsprechend definiert
man die obere Schranke und das Supremum sup B. Eine Klasse ist beschriankt, wenn sie sowohl
eine obere als auch eine untere Schranke beitzt. Eine geordnete Klasse(A; <) heifit linear geordnet,
wenn < U <71 = Ax A. Sie besitzt die Supremumseigenschaft, wenn jede nicht leere und nach oben
beschrankte Teilmenge ein Supremum besitzt. Eine linear geordnete Klasse mit Supremumseienschaft
heifit vollstdndig geordnet. Schliefilich ist (A4; <) wohlgeordnet, wenn jede nicht leere Teilmenge
ein kleinstes Element besitzt.

10.2 Siatze und Beispiele:

1. Jedes kleinste Element einer geordneten Klasse ist auch minimal. Bei einer linear geordneten
Menge ist es eindeutig bestimmt..

2. Die Supremumseigenschaft ist gleichwertig zur Infimumseigenschaft, wenn jede nicht leere
und nach unten beschrinkte Teilmenge ein Infimum besitzt. Das gesuchte Infimum ist das Su-
premum der nicht leeren Menge der unteren Schranken der Teilmenge. Umgekehrt erhélt man
das Supremum einer nicht leeren nach oben beschriankten Menge als Infimum der nicht leeren
Menge der oberen Schranken der Teilmenge.

Jede wohlgeordnete Menge wie z.B. die natiirlichen Zahlen (N; <) ist auch linear geordnet.
Die reellen Zahlen (R; <) sind vollstdndig geordnet, aber nicht wohlgeordnet.

Die rationalen Zahlen (Z; <) sind linear geordnet, aber weder vollstindig noch wohlgeordnet.

AN S

Die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen 2V wird durch die Inklusion C geordnet und
besitzt dann ein groftes Element N. Damit ist jede Teilmengenfamilie A C 2 beschrinkt. Thr

Supremum ist die Vereinigung |J A. (ZN; C) ist aber weder linear noch wohlgeordnet.

10.3 Definitionen: Auf einer linear geordneten Klasse (A;<) mit x < y & x < yAz # y
defniert man die Intervallschreibweise : [a;0] ;= {z € A:a <z <b}, |Ja;b] :={x € A:a <z < b},
|—00;b] :={x € A: 2z <b}, usw.. Die Teilmenge B C A liegt dicht in A, wenn Va;y € A:z <y =
Jz € B:x < z <y . Insbesondere ist dann jedes offene Intervall |a;b] C B mit x < y nicht leer. Ein
Schnitt S ist definiert als nicht leere echte Teilmenge () # S C A mit Intervallcharakter, d.h.,
Vre S:Vae A:a<x = a¢€ S und S hat kein grofites Element. Insbesondere ist jedes reelle
Intervall |—oco; a[ mit @ € R ein Schnitt. Sind (A; <) und (B; <) zwei linear geordnete Klassen, so heifit
die Funktion f :: A — B monoton, wenn Vz;y € A : 2 < y < f(z) < f(y) und streng monoton
wenn z < y<f(z) < f(y). Eine streng monotone Funktion ist injektiv und ihre Umkehrung
f=1 . f[A] — A ist wieder streng monoton. Ist die Funktion auch surjektiv, so heifien (4;<) und
(B; =) isoton zueinander. Eine streng montone Funktion f :: A — B ist eine Einbettung, wenn
das Bild f [A] dicht in B liegt. Die Funktion f : A — B heifit Fortsetzung der Funktion f : Ay — B
, wenn Ag C A und f C f. Umgekehrt heifit f|4y Restriktion von f auf Ag, wenn A C Ag und

flAg C f.

Der folgenden Satz beschreibt im Wesentlichen die Vervollstédndigung der rationalen Zahlen zu den
reellen Zahlen mit Hilfe der Dedekind-Schnitte und wird in Satz 13.3 wieder aufgegriffen.

10.4 Satz iiber die Vervollstandigung einer linearen Ordnung: Jede linear geordnete Klasse
ist isoton zu einer Teilmenge einer vollstandig geordneten Klasse.

Beweis: Sei (X; <) in sich dicht und (Y; C) die durch Inklusion geordnete Klasse der offenen Schnitte
auf A. Aufgrund ihres Intervallcharakters sind die Schnitte linear geordnet. Sie sind auch vollsténdig
geordnet, denn fiir jede Familie von Schnitten A C Y mit der oberen Schranke S € Y ist wegen
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a C SV a e A auch ihre Vereinigung JA C S C Y ein Schnitt und auflerdem Supremum von A.
Da X in sich dicht ist, ist die Funktion f : X — Y mit f(x) := ]—o0;x[ wohldefiniert und streng
monoton. f[X] liegt dicht in Y, denn fiir zwei ofen Schnitte A C B existiert ein z € B\ A und es
folgt A C |—o0;2[ C B.

Der néchste Satz beschreibt die hauptsichliche Motivation fiir die Vervollstindigung einer Menge.
Er deutet auflerdem durch die Vorwegnahme des bekannten Satzes {iber die Fortsetzung stetiger
Funktionen die Erweiterung des Ordnungsbegriffes auf die Begriffe Metrik und Topologie an.

10.5 Satz iiber die eindeutige Fortsetzung einer monotonen Funktion: Seien (X; <) eine li-
near geordnete und (Y; x) eine vollstandig geordnete Klasse. Dann hat die Einbettung f : Xo — Y auf
einer dichten Teilmenge Xg C X genau dann eine eindeutig bestimmte, streng monotone Fortsetzung
f:X =Y , wenn fiir jede beschriinkte Teilmenge A C X auch ihr Bild f [A] beschréinkt ist.

Beweis:

=: Sei f die streng monotone Fortsetzung von f und A C X mit der unteren Schranke a € X und
der oberen Schranke b € X. Wegen der strengen Monotonie von f und f C f ist dann f(a) eine untere
und f(b) eine obere Schranke von f [A].

< : Sei x € X gegeben. Falls S, := Xy N]—o0;z[ # 0, wihle ein y € S,. Da Xy dicht in X, ist
Xo NJy;z[ # Omit y = inf (Xo N ]y;z) und = sup (Xo N]y; z[) = sup Sz. Nach Voraussetzung ist
auch das Bild f[Xo N ]y;z[] beschrinkt und wegen der Vollstindigkeit von (V<) existiert f(z) :=
sup f [Xo NJy; z[]. Ist S, = 0, so ist x = inf X, denn X liegt dicht in X. Fiir ein beliebiges y € X
existiert aus den gleichen Griinden wie im ersten Fall f(z) := inf f [Xo N [z;y]]. f ist eine Fortsetzung
von f , denn fiir z € Xo und S, # 0 gilt f(z) = f (supSz) = sup f [S.] = f(x) wegen der strengen
Monotonie von f und weil f[Xg] dicht in Y. Fiir S, = 0 folgt aus den gleichen Griinden f(z) =
f (inf Xo) = inf f[Xo] = f(x). f ist streng monoton, denn fiir z < y und S, # 0 folgt wegen
XoNz; y[# 0 und X dicht in X auch S, & Sy # 0 und daher f(z) = sup f[S;] < sup f[S,] = f(y) .
Im Fall S, = 0 ist S, N Xo # 0 und f(z) = inf f [Xo] < sup f [S,] = f(y) . f ist auch eindeutig, denn
fiir eine weitere streng monotone Fortsetzung f von f mit 0.B.d.A. f(z) < f(z) fiir ein 2 € X gibt es
wegen f [Xo] dicht in Y ein y € Xo mit f(z) < f(y) < f(z). Da (X; <) linear geordnet ist, gilt dann
aber entweder x < y oder y < x im Widerspruch zur geforderten strengen Monotonie einer der beiden
Fortsetzungen.

Die beiden folgenden Sétze werden fiir die Entwicklung der Kardinalzahlen im Abschnitt 15 ben6tigt:

10.6 Satz: Seien(X; <) und (Y; <) zwei wohlgeordnete Klassen. Zwei streng monotone Funktionen
f und f, deren Bilder f[A] und f[A] eines beliebigen Schnittes A C X wieder Schnitte auf Y sind,
stimmen auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche iiberein: f C foder umgekehrt.

Beweis: Sei A := |—o0;z¢] fiir ein 29 € X mit f (zg) # f (z0) und 21 € A das n.Vor. existierende
kleinste Element der Menge {x e X: f(x)# f(x)} Da (Y; <) linear geordnet ist, kann man 0.B.d.A.
annehmen, dass f (z1) < f(z1) € f[A] und da f[A] wieder ein Schnitt ist, gilt auch f (z1) € f[A].
Wegen der strengen Montonie folgt zo = 7_1 (f (z1)) < ?_1 (7 (xl)) = z; und daher z3 ¢ A =

f (z2) = f (x2) = f (z1) im Widerspruch zu zo < 77.
10.7 Satz: Seien (X; <) und (Y; <) zwei wohlgeordnete Klassen. Dann ist X isoton zu Y oder einem
Schnitt in Y oder umgekehrt. Der zweite Fall tritt immer ein, wenn Y keine Menge ist.

Beweis: Die Menge f aller geordneten Paare (u;g(u)) fir u < x € X und ein streng monotones
g: A — B von einem Schnitt A C X in einen Schnitt B C Y ist nach Satz 10.6. selbst eine streng
monotone Funktion. Angenommen Dy & X und f[Dy] ¢ Y . Dann gibt es die kleinsten Elemente
xg € X \ Dy und yo € Y \ f[Dy] und nach der Definition von f gilt f : ]—oo;zo] — |—00;y0l.
Dann ist f := f U (z0;y0) : ]—00;x0] — ]—00; 9] wieder streng monoton und die Mengen |—oo; 2]
bzw. ]—o0;yo] sind Schnitte in X und Y im Widerspruch zur Definition von f. Also muss gelten
Dy = X oder f[Ds] =Y. Ist Y keine Menge, so ist wegen des Ersetzungsaxiom V der zweite Fall
ausgeschlossen.
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11 Ordinalzahlen

In diesem Abschnitt werden abzéhlbare und wohlgeordnete Mengen konstruiert, die spéter auf die
natiirlichen Zahlen fiihren. Wie in Abschnitt 7 schon erwéhnt, kann die Existenz irgendwelcher Mengen
bisher und auch spéter nicht bewiesen werden. Falls es Mengen gibt, fordern wir an dieser Stelle
ein Mindestmafl an Ordnung und Hierarchie in ihrer Struktur, um die angekiindigte Konstruktion
durchfithren zu kénnen:

11.1 Satz: Es gibt keine zwei Klassen x und y mit z € y und y € x .
Beweis: Wende das Fundierungsaxiom I auf das ungeordnete Paar {z;y} an.

Aus dem Fundierungsaxiom ldasst sich auflerdem schlielen, dass es keine unendlich kleinen Men-
gen geben kann. Jede Kette der Gestalt 29 © x1 3 22 ... hat einen Abschluss x,,. Zum Beweis wendet
man das Fundierungsaxiom I auf die Folge {x¢;z1;22;...} an. Dazu muss dieses Folge bzw. die ent-
sprechende Funktion auf den natiirlichen Zahlen aber erst sauber definiert werden. Dies geschieht mit
Hilfe des Begriffes der Ordinalzahlen:

11.2 Definitionen: Eine Klasse x heifit Ordinalzahl, wenn sie durch die Inklusion C linear geordnet
wird und auflerdem jedes Element von x auch Teilmenge von x ist. Die Klasse der Ordinalzahlen
wird mit w bezeichnet. Da sich die lineare Ordnung auf beliebige Teilmengen tbertragt und jedes
Element einer Ordinalzahl x selbst wieder zu x gehort, ist jedes Element einer Ordinalzahl selbst
wieder Ordinalzahl. Fiir jede Ordinalzahl z ist © + 1 := x U {z} wieder eine Ordinalzahl, denn jedes
Element von = 4 1 ist entweder schon Element von x oder = selbst und = 4 1 ist offensichtlich wieder
linear geordnet mit kleinstem Element () und grofitem Element x. Es gibt keine Ordinalzahl zwischen x
und z+1, denn jedes Element einer solchen Ordinalzahl miisste entweder in x liegen oder gleich z selbst
sein. x heiflt daher der Vorgénger von x+1 und x+1 ist der Nachfolger von z. Um einen Widerspruch
mit dem Fundierungsaxiom I zu vermeiden, muss jede Ordinalzahl die leere Menge enthalten. Die
einfachsten Ordinalzahlen sind daher 0 :=0; 1 := {0};2:= 1U {1} = {0;1}; 3 :=2U {2} = {0;1;2},
usw..

11.3 Satz:
1. Jede Ordinalzahl x € w lasst sich als Schnitt x = [(); [ C w schreiben.

2. Jeder Schnitt y = [); y[ C z einer Ordinalzahl z = [(}; [ C w ist auch Element dieser Ordinalzahl
und insbesondere selbst eine Ordinalzahl.

3. Fir Ordinalzahlen ist die Elementbeziehung dquivalent zur Inklusion: Vz,y € w: (x € y & = C y).
Beweis:

1.  C [0;z[, denn jedes Element einer Ordinalzahl x ist selbst Ordinalzahl und aulerdem echte
Teilmenge von z. Umgekehrt gilt [@;2][ C = , denn fiir jede Ordinalzahl y & = folgt wegen
[0; 2] C w und den in 11.2 bemerkten Eigenschaften y +1 =y U {y} C = und damit y € x.

2. Nach 11.2 ist das Element y kleinste obere Schranke der Menge y C = bzw. kleinstes Element
der Menge z \ y und daher insbesondere Element von .

3. Folgt direkt aus 1. und 2.
11.4 Satz: Fiir zwei Ordinalzahlen x und y ist der Schnitt x Ny wieder eine Ordinalzahl.

Beweis: Wegen Ny C y ist der Schnitt durch Inklusion linear geordnet und jedes Element von z Ny
ist Teilmenge sowohl von z als auch von z und damit auch von x N y.

Der folgende Satz beschreibt die Auflésung der Burali-Forti-Antinomie 3.2 im NBG-System:
11.5 Satz: w ist eine Ordinalzahl, aber keine Menge.

Beweis: Fiir 2,y € w gilt wegen 11.3 und 11.4 entweder x Ny € z = [0; 2] oder z Ny = x . Im ersten
Fall folgt Ny ¢ y = [0; y[, weil sonst 2Ny € x Ny und damit 2 Ny = y. Aus Satz 6.7.3 folgt dann im
ersten Fall x C y und im zweiten Fall y C x. Die Klasse w wird also durch Inklusion linear geordnet
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und wegen 11.3 ist jedes ihrer Elemente auch Teilmenge von w. w ist ebenfalls eine Ordinalzahl, aber
keine Menge, da sonst w € w gelten wiirde.

11.6 Satz: Fiir jede Teilmenge x C w ist die Vereinigung |z ihrer Elemente die kleinste Ordinal-
zahl, die alle Elemente von x als Teilmengen enthélt. Ist x selbst eine Ordinalzahl, so gilt |Jx = .

Beweis: Jedes Element aus |Jx ist ein Element einer Ordinalzahl aus x und daher einerseits selbst
wieder Ordinalzahl und andererseits Teilmenge dieser Ordinalzahl und damit auch von |Jz. Daraus
folgt einerseits | Jx C w und andererseits |Jx € w. Da jedes Element von x eine Ordinalzahl ist und in
der Ordinalzahl |Jz als Teilmenge enthalten ist, gilt * C |J«. Jede Ordinalzahl y, die alle Elemente
von z als Teilmengen enthélt, muss diese auch als Elemente enthalten und damit auch alle Elemente
dieser Elemente, also |Jx C y. Ist = selbst eine Ordinalzahl, so ist jedes Element eines Elementes aus
x wieder Element aus x und damit |Jz C x.

11.7 Satz: Fiir jede Teilmenge x C w ist der Durchschnitt () x ihrer Elemente ebenfalls eine Ordinal-
zahl und gleich dem kleinsten Element der Klasse z. Ist = selbst eine Ordinalzahl, so gilt x = [; z[und
daher Nz = . Die Klasse w und jedes ihrer Elemente sind also sogar wohlgeordnet durch die In-
klusion.

Wichtigste Hilfsmittel bei der Verwendung von Ordinalzahlen sind die rekursive Definition von
Funktionen und das Beweisprinzip der transfiniten Induktion. Zunachst wird gezeigt, dass die rekur-
sive Definition der Funktion f : x — A auf einer Ordinalzahl x mittels der Rekursionsregel g eindeutig
ist. Die Rekursionsregel g : D, — A gibt an, wie man von den Funktionswerten der Elemente einer
Ordinalzahl v € x auf den Funktionswert f(u) fiir u selbst gelangt. Wegen u = [(); u[ wird dabei von den
Funktionswerten flu aller vorangehender Ordinalzahlen v C u auf u selbst geschlossen: f(u) = g (f|u).
Die ersten Funktionswerte sind also f(0) = g (f|0) = g (0),f (1) = g(f[1) = g((0; f (D)), f(2) =
g(f12) = g ({0 £ (0)); (L FAND), fF3) =g (fI13) = g({(B; £ (0));(1; f(1)); (2 f (2))}), usw. Sobald
ein u € x erreicht wird mit flu ¢ Dy, folgt f(u) = U und wegen (u; f(u)) = (uv;U) = U ¢ D, gilt dies
dann auch fiir alle folgenden Ordinalzahlen v D u . Entsprechend ist dann der Definitionsbereich von
f eingeschrankt auf Dy = [0;u[. Erst mit Dy = (J,e, A" erreicht man Dy = [(); z[. Dabei kann sich
der Informationsgehalt der Rekursionsregel durchaus auf wenige der vorangegangenen Funktionswerte
beschrinken. Unter Verwendung der im néchsten Abschnitt axiomatisch begriindeten natiirlichen
Zahlen x = N € w (Satz 12.3) kann man z.B. die Fibonacci-Folge f : N — N beschreiben durch die
Rekursionsregel g : U,eyN* = N mit g(0) = ¢g(1) =1 und f(u+2) =g (flu+2) := (u) + f(u+1).
Die Rekursionsregel nimmt also nur auf die letzten beiden Funktionswerte Bezug. Zur Vereinfa-
chung wird in den beiden folgenden Séatzen iiber Eindeutigkeit und Existenz der rekursiv definierten
Funktion f kein Bezug auf Definitions- und Wertebereiche der Rekursionsregel g genommen. Der Fall
f(u) =g (flu) =U fur flu ¢ Dy bei zu kleinem D, wird damit stillschweigend in Kauf genommen.

11.8 Satz: Seienx und y zwei Ordinalzahlen mit z € y und f : z — A sowieh : y — A zwei
Funktionen. Existiert eine gemeinsame Rekursionsregel mit f(u) = g(f|u) fir alle v € z und h(u) =
g(h|u) fir alle u € y, so stimmen g und h auf = tberein.

Beweis: Sei u € x das kleinste Element mit f(u) # h(u) , dann stimmen f und h auf der Menge
u = [0; u[ iberein und daraus folgt f(u) = g (f|u) = g (h|u) = h(u) im Widerspruch zur Annahme.

11.9 Satz iiber die transfinite Rekursion: Fiir jede Rekursionsregel g existiert eine eindeutig
bestimmte Funktion f mit f(z) = g (f|x) fiir jede Ordinalzahl  und Dy € w oder Dy = w.

Beweis: Die Menge f := {(u;h(u)) : u € Dy : h(v) = g (hlv)VYv € Dy, : Dy, € wV Dy, = w} ist nach
Satz 11.3 selbst eine Funktion mit f(v) = g (f|v) fir alle v € Dy und Dy € w oder Dy = w. f ist
auch eindeutig bestimmt, denn nach Definition von f ist jede weitere Funktion mit den gewiinschten
Eigenschaften schon in f enthalten. Im Fall D; = w ist der Satz schon bewiesen. Falls Dy € w, sei
r € w\ Dy und mit 9.1 folgt f(x) = U. Im Fall f ¢ D, folgt aus dem gleichen Grund U = g(f) =
g (flxr) = f(z) und die Behauptung ist auch fiir diesen Fall bewiesen. Sei schliellich f € D, und
h:=fU{(Dys;g(f))}. Die Menge Dy ist das kleinste Element von w\ D¢. Nach Satz 9.5 ist damit auch
[ eine Menge und ebenso g(f). Damit folgt h(v) = g (h|v) fiir alle v € Dy, = Dy + 1. Offensichtlich
ist h C f und daher {(Dy;g(f))} C f. Wegen D¢ ¢ Dy ergibt dies einen Widerspruch, womit dieser
letzte Fall ausgeschlossen ist.
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11.10 Satz zur transfiniten Induktion: Vy Cw: (Vucew: (uCy=u€y)) =y = w.

Eine Aussage ¢(x) gilt fur alle Ordinalzahlen =z € y(¢) = w, wenn man zeigen kann, dass fir jede
Ordinalzahl v € w aus der Giiltigkeit der Aussage fiir jedes ihrer Elemente (z € u C y(¢)) schon die
Giltigkeit der Aussage fiir u selbst (x = u € y(p)) folgt.

Beweis: Sei u die kleinste Ordinalzahl aus w\ y. Dann gilt Vo € u = [; u[ auch € y, denn andernfalls
wire ¢ € w \ y mit x C u eine noch kleinere Ordinalzahl aus w \ y. Damit folgt aber u C y und nach
Voraussetzung u € y im Widerspruch zur Annahme.

Der bei der finiten Induktion (Satz 12.2) explizit geforderte Induktionsstart ist bei der transfiniten
Induktion im Fall y = () € x enthalten, denn da es kein u € () gibt, folgt ) € x schon aus der
Voraussetzung.

12 Die naturlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen werden als Klasse der endlichen Ordinalzahlen definiert. Satz 12.2 liefert die
Axiome, die Giuseppe Peano im Jahr 1889 zur vollstdndigen Beschreibung der natiirlichen Zahlen
aufstellte. Zur Erweiterung der natiilichen Zahlen auf die rationalen und reellen Zahlen bené6tigt man
zusétzlich die Mengeneigenschaft der natiirlichen Zahlen (Satz 12.3). Diese ldsst sich erst mit Hilfe
des Unendlichkeitsaxioms VIII beweisen.

12.1 Definition: Eine Ordinalzahl heiit endlich, wenn jede ihrer Teilmengen ein grof3tes Ele-
ment besitzt. Die endlichen Ordinalzahlen werden als Klasse N der natiirliche Zahlen bezeichnet.
Da die Eigenschaft des groiten Elementes auch fiir Teilmengen gilt, ist jedes Element einer natiirlichen
Zahl wieder eine natiirliche Zahl. Fiir das grote Element y einer natiirlichen Zahl = = [(; z[ gilt einer-
seits y & x und andererseits  C y + 1. Daraus folgt y +1 = 2 und = — 1 := y ist der Vorgéanger von
2. In Abschnitt 15 wird gezeigt, dass unendliche Ordinalzahlen demgegeniiber zwar einen Nachfolger,
aber keinen Vorgénger besitzen.

12.2 Satz: (Peanos Axiome der natiirlichen Zahlen)

l.xeN=z+1eN.

2.0eNAVzeN:z+1#0.

3. Ve,yeN:z+1=y+1=>x=y.

4. Finite Rekursion: Fir jede Rekursionsregel g : A — A mit Startwert fy € A gibt es eine
eindeutig bestimmte Funktion f: N — A mit f(0) = fo und f(z+ 1) =g (f (z)) Vo € N.

5. Finite Induktion: 0 € x C N (Induktionsstart) A\Vy € z: (y € y = y + 1 € z) (Induktionsschritt)
=z =N

Beweis:

1. Die 2% Teilmengen von € N C w werden zu 2°7! Teilmengen von = + 1 € w erginzt, indem
man zu jeder Teilmenge y C x die um das Element x erweiterte Teilmenge y U {z} hinzufiigt.
Die neuen Teilmengen haben alle das maximale Element = und es folgt z + 1 € N.

2. 0 € N ist offensichtlich und z + 1 = 2z U {x} # 0, weil {x} # 0 fiir alle x.

3. Folgt aus 11.3, denn J(x + 1) = z fiir alle z € w.

4. Wende Satz 11.10 an mit der Rekursionsregel ¢’ : A — A mit ¢’(0) = fo und ¢’ (f|z) = f(z—1),
wobei  — 1 das maximale Element von x € N\ {0} sei. Man erhélt die eindeutig bestimmte
Funktion f: N — A mit f(0) = ¢'(f|0) = ¢'(0) = fo und f(x) =g (f (z — 1)) fiir alle x € N\ {0}.
Da z das maximale Element von z + 1 ist, folgt f(z + 1) = g (f (z)).

5. Sei u das kleinste Element aus N\ z. Nach Voraussetzung gilt 0 €  und daher v > 0+ 1 = 1.

Dann gilt y € z fiir den Vorgénger y mit y + 1 = u. Wieder nach Voraussetzung folgt dann aber
u =1y + 1€ x im Widerspruch zur Annahme.
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VIII Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge x mit ) € z und Vy € z gilt yU {y} € = .

Erst mit dem Unendlichkeitsaxiom werden alle bisherigen Aussagen mit Inhalt gefiillt. Insbesondere
folgt aus dem Unendlichkeitsaxiom, dass es iiberhaupt Mengen gibt, dass () eine Menge ist und damit
0 #U gilt.

12.3 Satz: Nc w .

Beweis: Nach 12.1 gilt N C w. N wird also durch Inklusion linear geordnet und wieder nach 12.1 ist
jedes Element einer natiirlichen Zahl wieder eine natiirliche Zahl. Nach 11.3 ist N also eine Ordinalzahl.
Es bleibt nur zu zeigen, dass N eine Menge ist. Nach dem Unendlichkeitsaxiom VIII gibt es eine Menge
xmit0 €xundy € x = y+1 € . Nach 12.2.1 und 12.2.2 gilt aber auch 0 € Nund y € N= y+1 € N.
Also folgt 0 € zNNund y € NN = y+1 € NN . Mit finiter Induktion 12.2.5 folgt tNN =N < N C z.
Nach 6.9 ist N also eine Menge.

12.4 Satz iiber die Rechenoperationen fiir natiirliche Zahlen: Fiir jedes x € N existieren die
eindeutig bestimmten Funktionen

1. Addition von x: 2+ :N—> Nmit 2+ 0=z und z+ (y + 1) = (z +y) + 1.
2. Multiplikation mit x: z-: N - Nmit z-0=0und z- (y+ 1) = (z - y) + x.
3. Potenzierung von x: z7 : N — N mit 2 = 1 und 2¥'=x¥ - z.

Da die obigen Funktionen fiir jedes = € N eindeutig bestimmt sind, erhélt man damit die bekannten
zweistelligen Operatoren Summe: N x N — N mit Summe (z;y) := 2 +y , Produkt: Nx N — N
mit Produkt (z;y) := = - y und Potenz: N x N — N mit Potenz (z;y) := a¥ .

Beweis: Durch finite Rekursion 12.2.4 mit
L. f(0):==z und g (f(y)) := f(y) +1
2. f(0):=0und g(f(y)) = f(y) +=
3. £(0) =1 und g (f(9)) = f(y) - .
12.5 Satz: (Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen) Fiir z,y, z € N gelten
1. Kommutativgesetze: v +y=y+zundz-y=y -z
2. Assoziativgesetze: (v +y)+z=z+ (y+2z)und (z-y)-z2=x-(y-2)
3. Distributivgesetz: z- (y+z2)=x-y+x-2
4. Potenzgesetze: V7% = 2¥ - y* | (v -y)* = 2% - y* und 2¥* = (2Y)?
5. Aquivalenzumformungen: r =y S x4+ z=y+zund s <y S r+y<y+=z

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der finite Induktion 12.2.5 auf alle auftretenden Variablen.
Der Ubersicht halber wird nur der erste Beweis angegeben:

Kommutativgesetz fiir die Addition: Durch eine erste finite Induktion {iber x € N erhélt man
den Induktionsstart z+0 = 04z fiir alle € N: Zunéchst gilt ndmlich 04+2 = z, denn 0+0 = 0 und
aus 0+z =z folgt 0+ (r+1) = (0+x)+1 =z +1 fiir alle x € N. Durch eine zweite finite Induktion
tiber z € N ergibt sich y+ (z+1) = (y+1)+x, denn y+(0+1) = (y+0)+1 =y+1 = y+140 und aus
y+(r+1) = (y+D)+afolgty+((z+ 1)+ 1) = (y+ (@ +1)+1=(y+ 1)+ D+z = (y+1)+(z+1).
Damit erhélt man den Induktionsschritt, denn aus x +y=y+z folgt x + (y+1) = (x+y)+ 1=
(y+z)+1=y+(x+1) = (y+1)+x fir alle z,y € N . Durch eine dritte finite Induktion iber
y € N erhalt man die Behauptung.

13 Erweiterung der natiirlichen Zahlen

Die Erweiterungen der natiirlichen Zahlen auf die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen
sind algebraisch bzw. bei den reellen Zahlen topologisch motiviert und werden hier nur kurz dargestellt.
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13.1 Definitionen: Der geordnete Ring Z der ganzen Zahlen entsteht aus der Aquiva-
lenzrelation r = {((z;y);(2;y) € (NxN)x (NxN):z+y =2+ y)} als Quotientenmenge
Z = (N x N) \ r. Eine ganze Zahl wird damit als Differenz zweier natiirlicher Zahlen definiert.
Fiir die Aquivalenzklassen x — y := r(z;y) € Z definiert man

1. Addition: (z —y)+ (z —u) = (x+2) — (y + u)
2. Multiplikation: (z —y) - (z —u):=(z-z24+y-u) — (x-u+y-2)
3. Ordnung: (z —y) < (z—u): & x+uC z+y.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die Rechenregeln 12.5 aus den natiirlichen Zahlen in die ganzen
Zahlen iibertragen werden, wobei man sich bei den Potenzen jetzt noch auf natiirliche Exponenten
beschrankt und die Wohlordnung auf eine lineare Ordnung reduziert wird. Die natiirlichen Zahlen
selbst werden mit der Funktion ¢ : N — Z mit i(z) := z—0 isoton und isomorph in die ganzen Zahlen
abgebildet, denn mit z C y < i(x) < i(y) wird die Ordnung erhalten und mit i(x + y) = i(z) + i(y)
bzw. i(x - y) = i(z) - i(y) werden auch die Rechenoperationen iibertragen.

13.2 Definitionen: Der geordnete Korper Q der rationalen Zahlen entsteht analog zu 13.1
aus der Aquivalenzrelation s := {((2;%);(2";y) € (Z x Z*) x (Z x Z*) : x -y = 2’ - y)} als Quoti-
entenmenge Q = (Z x Z*) \ s, wobei Z* = Z \ {0}. Eine rationale Zahl wird damit als Quotient
zweier ganzer Zahlen definiert. Fiir die Aquivalenzklassen % = s (z;y) € Q definiert man

1. Addition: £ 2 ;= Zutey

2. Multiplikation: £ - 2 ;= 2
Yy u y-u

r-u<z-y, fallsy-u>0
3. Ordnung: 7 < Z & 4 4
Y x-u>z-y, fallsy-u<0
Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die Rechenregeln 13.1 aus den ganzen Zahlen in die rationalen
Zahlen iibertragen werden, wobei man sich bei den Potenzen jetzt noch auf ganze Exponenten
beschrankt. Die ganzen Zahlen selbst werden mit der Funktion j : Z — Q mit j(x) := { wieder isoton
z

und isomorph in die rationalen Zahlen abgebildet. Sie sind in sich dicht, denn V% < 2 % <

TUFEY < 2 dawegenz-u<y-zistauch2-z-y-u<z-y-u+tz-yyundz u-u+y z-u<2-y zou

2y
13.3 Definitionen: Der vollstindig geordnete Korper R der reellen Zahlen wird nach Ri-
chard Dedekind 1872 definiert als die Menge aller offenen Schnitte in Q gemif Satz 10.4:
Ri={2CQ:z#0AVscx:VaeQ:a<s=acz)AN(TFbex:b>s)} R enthilt also u.a. alle
offenen Intervalle der Gestalt |—oo; zz[mit rationalen Grenzen z € Q. Fir x,y € R definiert man:

1. Addition: z+y:={a+b:acxAbey}

acxAbey\l—oo;0] 1] —00;0] C xA] —00;0] C y
acxANbeR\y :x C] —o00;0]A] —00;0] Cy
acR\zAbeEy 1] —00;0] Cz Ay C]— o00;0]
aceR\xAb€E]—00;0]\y: xC]—o00;0] Ay C] — 00;0]

2. Multiplikation: z-y:=(a-b:

3. Ordnung: z < y:=z Cy.

Die langwierigen Fallunterscheidungen bei der Multiplikation erspart man sich, wenn man die reellen
Zahlen nach Georg Cantor 1872 als Grenzwerte von Cauchy-Folgen rationaler Zahlen definiert.
Da diese Grenzwerte a priori nicht bekannt sind, muss man sich aber zunéchst klar machen, unter
welchen Bedingungen zwei Cauchy-Folgen einen gemeinsamen Grenzwert haben und wie man diese
Cauchy-Folgen ordnet und verkniipft. Dieser Zugang ist ein Spezialfall der (topologischen) Vervoll-
stadndigung metrischer Rdume und wird daher in der Topologie niher dargestellt. Mit Hilfe der
obigen Definitionen kénnen die bekannten Rechenregeln 13.1 aus den rationalen Zahlen in die reellen
Zahlen iibertragen werden. Die rationalen Zahlen selbst werden mit der Funktion £ : Q — R mit
k(x) := ]—o0; x[ wieder isoton und isomorph in die reellen Zahlen abgebildet. Die reellen Zahlen
sind vollstdndig geordnet und das Bild k [Q] liegt dicht in R.

19



13.3 Definitionen: Die imaginire Zahl i mit i> = —1 wird seit Rafael Bombelli 1569 verwendet,
um die rationalen oder reellen Zahlen zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper zu erweitern.
Im Fall der reellen Zahlen erhdlt man den Kérper C der komplexen Zahlen. In Anlehnung an die
Konstruktion der ganzen und der rationalen Zahlen sowie die RestklassenringeZ/pZ kann man C als
Quotientenring R [z] / (#2 + 1) des Polynomringes R [z] iiber die Aquivalenzrelation (22 +1) :=
{(u;v) e R[z] x R[z] : 3f € R[z] mit u —v = f- (2% + 1)} betrachten. Die Elemente dieses Quoti-
entenringes haben die Gestalt von Aquivalenzklassen @ := {u € R[z]: 3f e R[z] :u+ f- (22 +1)}.
Wenn man das Polynom u € R [z] durch 2+ 1 teilt, bleibt nur ein linearer Rest der Gestalt a -+ bz mit
reellen Zahlen ¢ und b. Die Elemente von C lassen sich also darstellen in der Form a-1+b-T mit a,b € R
. Die zweite Komponente entpricht den imaginiren Zahlen, denn wegen x - 2 = z? + 1 — 1 folgt
Z-T = —1. Damit ergibt sich die iibliche Darstellung in der Formz = a+bi mit a,b € R und der imagi-
niiren Einheit i> = —1. Jetzt erhélt man die Multiplikationsregel (a + ib)-(c + id) = ac—bd+i(ad-+bc)
direkt durch Anwendung des Distributivgesetzes und aus der Bedingung (c+id)-(a+ib) = 1 die Inverse
(a+ib)~t = (c+id) = ﬁ - (@ — ib). Nach dem Fundamentalsatz der Algebra sind die kom-
plexen Zahlen algebraisch abgeschlossen: Jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten besitzt eine
Nullstelle. Mittels Polynomdivision lasst sich ein Polynom vom Grad n daher in n Linearfaktoren
zerlegen und besitzt damit sogar n Nullstellen.

Eine einfachere Konstruktion ergibt sich, wenn man C als Untervektorraum von Matrizen der

Gestalt ( Z _ab > betrachtet. Dann ergeben sich die Multiplikationsregel direkt aus der Ma-

trizenmultiplikation und die Inversen berechnen sich aus a —b «| € —d = 10
b a d c 01

-1
a —b ¢ —d a b B . -
Zu<b “> :<d ¢ >:“2‘1”’2<—b a>bZW’(a;b)1:(a2+w;a2fb2)-

Die wichtigsten Eigenschaften der komplexen Zahlen erschlieffen sich aber erst in der komplexen
Analysis. Dem Gewinn vieler angenehmen Eigenschaften steht allerdings auch ein nicht unbedeuten-
der Verlust gegeniiber: die komplexen Zahlen sind nicht mehr linear geordnet.

14 Das Auswahlaxiom

Das Auswahlaxiom ist unabhéngig von den {ibrigen Axiomen und wird im Gegensatz zu diesen als
direkte Voraussetzung wichtiger Sétze der Topologie, Algebra und Analysis benétigt. Aufgrund der
Vielfalt der Anwendungen existieren verschiedene Formulierungen des Auswahlaxioms, deren Gleich-
wertigkeit nicht ohne weiteres offensichtlich ist. Die wichtigsten werden in diesesm Abschnitt dargestellt
und ihre Gleichwertigkeit mit dem Auswahlaxiom bewiesen.

14.1 Definitionen: Eine Menge heif3t endlich, wenn sie sich bijektiv auf eine natiirliche Zahl abbilden
lasst. Eine Klasse x hat finiten Charakter, wenn sie genau die Elemente enthélt, deren endliche
Teilmengen wieder Elemente von x sind. Achtung: Im folgenden Satz 14.2 bezieht sich das Wort
ymaximal“ in 2. und 3. auf die Inklusion und in 4. auf die gegebene Ordnung. In allen Aussagen muss
genau zwischen Elementbeziehung und Teilmengenbeziehung unterschieden werden!

14.2 Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. IX Auswahlaxiom: Es gibt eine Auswahlfunktion ¢ mit ¢(x) € z fiir jede Menge = # ().

2. Maximalprinzip von Hausdorff: Jede Menge enthilt eine maximale linear geordnete Teil-
menge.

3. Lemma von Tukey: Jede nicht leere Menge mit finitem Charakter hat ein maximales Element.

4. Lemma von Zorn: Eine geordnete Menge hat ein maximales Element, wenn jede linear geord-
nete Teilmenge eine obere Schranke besitzt.

5. Wohlordnungssatz von Zermelo: Jede nicht leere Menge besitzt eine Wohlordnung.

20



Beweis:

1 = 2: Wir konstruieren mittels transfiniter Rekursion eine aufsteigende , Folge* linear geordneter
Teilmengen iiber der Indexmenge w. Da die Potenzmenge 2*der Menge x selbst wieder eine Menge ist,
muss diese Folge bei einer Ordinalzahl € w enden und die entsprechende linear geordnete Teilmenge ist
dann das gesuchte maximale Element: Sei also L C 2% die Menge der linear geordneten Teilmengen von
2 und fiir jede Funktion h : w — L sei Ly, die Menge der Elemente aus L, die jeden Funktionswert von h
als echte Teilmenge enthalten. Jedes Element von L enthilt damit auch Dy als Teilmenge: Dy, C () Lp,.
Die Funktion f : Dy — L mit Dy € w oder Dy = w wird nun iiber transfinite Rekursion 11.10
mittels der Rekursionsregel g(h) := ¢ (Ly) definiert, wobei ¢ die nach Voraussetzung existierende Aus-
wahlfunktion ist. Fir jede Ordinalzahl u gilt dann f(u) = g (flu) = c¢(f(u)) = ¢ (Lf|u> € Lyj,). Die
Funktion f ist nach Definition streng monoton bezogen auf die Inklusion C in w und L. Daher ist auch
f1: f[Dys] = Dy eine Funktion und da f [Df] C L C 2% nach 6.9 eine Menge ist, gilt dies nach dem
Ersetzuingsaxiom V auch fiir f~1 [f [Dy]] = Dy € w. Wegen Dy ¢ Dy folgt U = f (D) = g(f) = ¢ (L¢).
Nach dem Auswahlaxiom folgt L; = (): Es gibt also keine linear geordnete Teilmenge von z, die jedes
Element von f [Dyf] C 2% als echte Teilmenge enthélt. |J f[Df] C « ist nach Definition von f eine linear
geordnete Teilmenge von z, die jedes Element von f[Dy] enthdlt und damit das gesuchte maximale
Element.

2 = 3: Sei ¢ # () eine Menge mit finitem Charakter und y C z die nach Voraussetzung existierende
in Bezug auf Inklusion maximale linear geordnete Teilmenge von x. Sei nun z C |Jy eine Menge von
endlich vielen Elementen von Elementen aus y. Da die Elemente von 4 durch Inklusion linear geordnet
sind, gehoren alle Elemente dieser endlichen Menge zu einem Element v € y C x . Fir die endliche
Menge z gilt also 2 C u € x und wegen des finiten Charakters von z folgt z € x . Da dies fiir jede
endliche Teilmenge von |y gilt, folgt Jy € . Sei nun v ein weiteres Element von « mit Yy Cv € x
. Da jedes Element eines Elementes von y in v liegt, ist jedes Element von y Teilmenge von v. Daher
ist y U {v} eine in Bezug auf Inklusion linear geordnete Teilmenge von z, die y als Teilmenge enthélt.
Dies ist ein Widerspruch zur Maximaleigenschaft von y. Es kann also kein solches v geben und | y ist
ein maximales Element von z.

3 = 4: Sei x eine geordnete Menge und L die Menge der linear geordneten Teilmengen von x. Fiir
eine solche linear geordnete Teilmenge y € L gilt y C = und damit ist auch jede endliche Teilmenge
z C y linear geordnet: z € L . Umgekehrt ist eine Menge linear geordnet, wenn jeden endliche
Teilmenge linear geordnet ist. Die Menge L hat also finiten Charakter und nach Voraussetzung ein
maximales Element v C z. v ist eine linear geordnete Menge und besitzt nach Voraussetzung eine
obere Schranke v € z. Dann ist w das gesuchte maximale Element von x, denn fiir jedes w € z mit
v < w ist uwU{v} eine linear geordnete Teilmenge von z, fiir die wegen der Maximaleigenschaft von v
gilt uu{v} Cuesrveusv<w=uv=uw.

4 = 5: Sei x eine nicht leere Menge und W die Menge aller Wohlordnungen <, auf Teilmengen y C x
. W ist nicht leer, denn fiir jedes z € z ist 7(z;2) eine Wohlordnung auf der Teilmenge {z} C z. Auf
W wird eine Ordnung = definiert durch <;=<<9:=<;C<9AJa € y2 : y1 = {u € z : u <5 a}. Fiir eine
in Bezug auf < linear geordnete Teilmenge V' C W ist <y:= JV offensichtlich eine lineare Ordnung
auf der Teilmenge v = J{y :<y€ V} C x. Fiir jede Teilmenge w C v gibt es ein <, & V mit w Nv# ()
und ein kleinstes Element a € w Ny bezogen auf die Wohlordnung <, auf y. Fiir jedes b € w mit
b b <, a € y gilt aber wegen der Definition von < auch b b € y = b € wNy = b = a. a ist also
kleinstes Element von w C v und da dies fiir jede Teilmenge w C v gilt, ist <y eine Wohlordnung
auf v und offensichtlich eine obere Schranke von V. Nach dem Lemma von Zorn hat W also ein
maximales Element < auf der Teilmenge yy C x bezogen auf die Ordnung <. Falls ein z € z \ yo
existiert, ist durch <:=<g U{(c;2z) : ¢ € yo U{z}} auf yo U {z} eine Wohlordnung definiert mit <¢<<
im Widerspruch zur Maximalitdt von <g. < ist also auf ganz x definiert und damit die gesuchte
Wohlordnung.

5 = 1: Nach Voraussetzung existiert fiir jedes nicht leere z € U eine Wohlordnung und beziiglich
dieser das eindeutig bestimmte kleinste Element z¢g € z. Mit ¢(z) := z¢ erhélt man die gesuchte
Auswahlfunktion.
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15 Kardinalzahlen

15.1 Satz: Jede Menge 148t sich bijektiv auf eine Ordinalzahl abbilden.

Beweis: Wie im Beweis von 14.1.2 konstruieren wir mittels transfiniter Rekursion 11.10 und des
Auswahlaxioms IX eine Funktion f : w — =z, die fir jede Ordinalzahl ein Element von x auswéhlt,
welches von den vorangegangenen Ordinalzahlen noch nicht belegt wurde: Mit der Rekursionsregel
g(h) :== c(x \ h[Dy)) erhélt man f(u) = g(flu)) = c(z\ flu]) € =\ f[u] fiir jede Ordinalzahl v und
Dy e woder Dy =w. Wegen Dy ¢ Dyist U = f(Dy) = g(f) = c(x\ f[Dy]). Nach dem Auswahlaxion
IX folgt =\ f[Df] =0 < = = f[Dy]. f ist bijektiv, denn fiir zwei Ordinalzahlen v & u gilt nach 11.3
veEu= f(v) € flul und f(u) € x\ f[u] = f(v) # f(u). Dann ist f~!: 2 — w wieder eine Funktion
und nach dem Ersetzungsaxion V ist Dy = f~! [2] eine Menge und insbesondere D € w.

15.2 Definitionen: Kardinalzahlen dienen zum Vergleich der Machtigkeiten von Klassen. Zwei
Klassen z und y sind gleichmichtig, wenn es eine Bijektion f : z — y gibt. Die Gleichméchtigkeit
ist nach Satz 15.1 eine Aquivalenzrelation auf der Klasse U aller Mengen und insbesondere auf der
Klasse w aller Ordinalzahlen. Das kleinste Element einer Aquivalenzklasse gleichmichtiger Ordi-
nalzahlen heifit Kardinalzahl. Die Klasse C' C w der Kardinalzahlen wird durch Inklusion wieder
wohlgeordnet und fiir jede Menge x € U existiert die eindeutig bestimmte gleichméchtige Kardinal-
zahl |z| € C |, die auch Méachtigkeit von = genannt wird. Fiir die Zahlbereiche aus Abschnitt 13
gilt z.B. |[N| = |Z| = |Q|, da sich alle drei Zahlbereiche bijektiv aufeinander abbilden lassen.

15.3 Satz: x C y = |z| C |y|.

Beweis: Fiir die Bijektion f : y — |y| ist das Bild f [z] C |y| € w wohlgeordnet und nach Satz 10.7 ist
f [x] isoton zu |y| oder einem Schnitt von |y| oder umgekehrt. Da |y| die kleinste zu y gleichméchtige
Ordinalzahl ist und jeder Schnitt von |y| eine kleinere Ordinalzahl als |y| darstellt, ist der Satz in den
ersten beiden Fillen bewiesen. Im dritten Fall ist |y| isoton und damit gleichméchtig zu einem Schnitt
von f [x] C |y|. Dieser Schnitt wére eine Ordinalzahl, die echt kleiner ist als |y| im Widerspruch zur
Minimaleigenschaft von |y|. Damit ist der dritte Fall ausgeschlossen.

15.4 Satz von Schroeder-Bernstein: Zwei Mengen x und y sind gleichméchtig, wenn x gleich-
méchtig ist zu einer Teilmenge v C y und y gleichméchtig zu einer Teilmenge u C z.

Beweis: Mit Satz 15.3 gilt |z| = |v| C |y| = |u| C |z|.

15.5 Satz: Ist f : © — y injektiv, so folgt |z| C |y|.

Beweis: Da [ : z — f[z] C y bijektiv ist, folgt aus Satz 15.3 |z| = |f [z]| C |y|.
15.6. Satz: Ist die Funktion f eine Menge, so gilt |f [D¢]| C |Dy.

Beweis: Mit dem Auswahlaxiom IX definiert man eine Funktion g : f[Df] — Dy mit g(y) =
c({x: f(x) =y}), die zu jedem Bild y € f [Dy] eines der méglichen Urbilder « mit y = f(x) auswéhlt.
Da g injektiv ist, ist f[Dy] gleichméchtig zu einer Teilmenge von Dy und mit Satz 15.3 folgt die
Behauptung.

15.7 Satz von Cantor: Fiir jede Menge x gilt || & |2%].

Beweis: Aus der Injektion f : x — 2% mit f(u) := {u} folgt mit Satz 15.3 |x| C |2¥|. Im Fall |z| = |27|
gibe es eine Bijektion ¢ : x — 2% und ein u € z mit g(u) ;== {v €z :v ¢ g(v)} € 2%, welche auf den
Widerspruch v € g(u) < u ¢ g(u) fihrt.

Der folgende Satz beschreibt die Aufldsung der Cantor-Antinomie 3.3 im NBG-System.
15.8 Satz: C ist keine Menge.

Beweis: Angenommen, C' ist eine Menge, so gilt dies nach dem groflen Vereinigungsaxiom VI auch fiir
J C und nach dem Potenzmengenaxiom III fiir 2UC. Nach Satz 15.1 folgt ’2UC‘ eC= ‘2UC’ cyc

und nach 15.3 weiter ’2UO‘ C |UC| im Widerspruch zu Satz 15.7.

15.9 Satz: Fir z,y € w gilt [z + 1] = |y + 1| = |z| = |y|.

Beweis: Aus der Bijektion f :  + 1 — y + 1 erhdlt man mit g = f\ {(x; f(2)); (f*l(y);y)} U
{(f~Y(v); f(z))} eine Bijektion g : x — y.
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16 Endliche Mengen

16.1 Satz: N cC C.

Beweis: Sei x € N die kleinste natiirliche Zahl, die keine Kardinalzahl und damit gleichméchtig
zu einer Kkleineren natirlichen Zahl y ist. Nach Satz 15.9 ist dann aber auch ihr Vorgéinger z — 1
gleichméchtig zu y — 1 im Widerspruch zur Annahme. Es kann also keine solche natiirliche Zahl
geben, d.h. jede natiirliche Zahl ist eine Kardinalzahl.

16.2 Satz: N ¢ C.

Beweis: Angenommen, N ist keine Kardinalzahl und damit gleichméchtig zu einer kleineren Ordinal-
zahl z € N. Wegen = C z + 1 C N und nach Satz 15.3 folgt |z| C |z + 1] C IN| = |z| = |z + 1| und
x 4+ 1 wére kein Kardinalzahl im Widerspruch zu Satz 16.1.

16.3 Definition: Eine Menge = heifit endlich, wenn |z| € N. Eine nicht endliche Menge heifit un-
endlich.

16.4 Satz: Eine Menge ist genau dann endlich, wenn sie eine Ordnung besitzt, beziiglich derer jede
Teilmenge ein grofites und ein kleinstes Element hat. Insbesonder ist jede Teilmenge einer endlichen
Menge endlich.

Beweis:

= Ist die Menge x endlich, so gibt es eine Bijektion f : x — |z| € N und mit u < v & f(u) C f(v)
fiir u,v € z ist eine Ordnung mit den gewiinschten Eigenschaften definiert.

<: Besitzt die Menge x eine Wohlordnung, so gibt es nach Satz 10.7 eine streng monotone Funktion
f i x — w. Da alle Teilmengen von z ein gréfites Element besitzen und f streng monoton, gilt dies
auch fur f[z] und geméB 12.1 folgt f [x]e N.

16.5. Satz: Fiir zwei endliche Mengen = und y ist auch die Vereinigung « U y endlich.

Beweis: Nach Satz 16.4 besitzen x und y Ordnungen < und =, beziiglich derer jede Teilmenge ein
grofites und ein kleinstes Element hat. Die gewiinschte Ordnung auf z Uy erhélt man dann folgender-
mafen:
u,veETANu<v
u<vesS I Vuy,veEyhu=v.
VuexrAvey
16.6 Satz: Wenn x und jedes Element von x endlich sind, ist auch |Jz endlich.

Beweis: Mit finiter Induktion 12.2.5: Induktionsstart: Der Satz gilt offensichtlich fiir z = (.
Induktionsschritt: Der Satz gelte fir alle x mit |z| = v € N und es sei y gegeben mit der Bijektion
fruU{u} —y. Wegen |f [u]| = u, ist f [u] endlich und da auBerdem jedes Element von f [u] endlich,
ist nach Induktionsvoraussetzung auch {J f [u] endlich. Nach Satz 16.5 und wegen J{f(u)} = f [u] ist

dann auch y = U f [uwU{u}] = U (f [u] U{f(w)}) = U [ [u] WU{f(u)} = U fu] U fu] endlich.
16.7 Satz: Fir zwei endliche Mengen = und y ist auch ihr Produkt z x y endlich.

Beweis: Mit Satz 16.6, denn x x y = J{{u} x y : v € 2} und mit y sind auch die Mengen {u} x y
offensichtlich endlich.

16.8 Satz: Fiir eine endliche Menge z ist auch ihre Potenzmenge 2% endlich.

Beweis: Mit finiter Induktion 12.2.5: Induktionsstart: Der Satz gilt offensichtlich fiir § = 27.
Induktionsschritt: Der Satz gelte fiir alle x mit |x| = v € N und es sei y gegeben mit der Bijektion f :

uU{u} — . Dann ist 2¢ = 2/U/ (W) = ofluly {z Uf(u):ze€ 2f[“]} nach der Induktionsvoraussetzung
mit © = f [u] und Satz 16.5 wieder endlich.

16.9 Satz: Eine Menge ist genau dann endlich, wenn sie keine gleichméchtige echte Teilmenge besitzt.
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Beweis:

= Sei x endlich und z € z \ y fiir eine echte Teilmenge y & = mit der Bijektion f : |y| — y. Dann ist
g:lylU{ly|} = = mit g = f U{(y; 2) }injektiv und aus Satz 15.5 folgt ||y| U {|y|}| = |yl +1 C |z|. y
kann also nicht gleichméchtig zu x sein.

<: Sei x unendlich mit N C |z| und der Bijektion f : |z| — z. Wegen Satz 12.2.1 ist g : |z| — |z|\ {0}

1 firueN
mit g(u) := {u + e ebenfalls bijektiv. Mit fogo f~!: 2 — 2\ f(0) erhilt man dann

u firu €| z | \N
eine Bijektion von z auf eine echte Teilmenge von z.

17 Unendliche Mengen

17.1 Satz: Jede unendliche Ordinalzahl ist gleichméchtig zu ihren Nachfolger.
u+1 firu e N

Beweis: Fir x € w\Nist f:x4+1— z mit f(u) == u firu € x \ N wegen Satz 12.2.2 bijektiv.
0 firu=ux
Bemerkung: Fiir unendliche Ordinalzahlen z gilt damit sogar |(z + 1) x (x 4+ 1)| = |z X x|, denn mit

der oben definierten Bijektionf : x+1 — zist g : (z4+1) X (x+1) — zxz mit g ((u;v)) := ((f(u); f(v))
ebenfalls bijektiv.

17.2 Satz und Definition:

uJvGzUy
Mit (u;v) < (z;y) = VuUv=axUyAu G x wird eine Wohlordnung auf w x w erklért.
Vuldv=zUyAu=xNvCy

Beweis: (siche Abbildung rechts) Da die Ordinalzahlen durch Inklusion
linear geordnet werden, ist die Vereinigung x U y gleich der grofieren der o
beiden Ordinalzahlen x und y. Reflexivitdt, Transitivitdt und Asymmetrie
folgen direkt aus der Definition. Ebenfalls aus der Definition sowie aus \
der linearen Ordnung der Ordinalzahlen durch Inklusion folgt, dass es sich 3¢ — o — o
wieder um eine lineare Ordnung handelt. Das kleinste Element einer Teil- \
menge von Paaren von Ordinalzahlen findet man, indem man entsprechend 26 — o

der Definition zunéchst die Paare sucht, die in der ersten Koordinate die \
kleinste Ordinalzahl aufweisen und unter diesen dann in der zweiten Koor-
dinate nach der kleinsten Ordinalzahl sucht. Es handelt sich also um eine \ T

—
[e]

NG —»= O —= O
WO —» O —» O —»= O

Wohlordnung.

Bemerkung: Satz 17.2 ist eine Erweiterung des Cantorschen Diagonal-
verfahrens, mit dem sich Satz 17.4 fiir x = N bzw. Satz 17.8 elementar
beweisen lassen.

17.3 Satz: (u;v) < (z;y) = (w;v) € (xUy)+1) x (zUy) + 1).

Beweis: (u;v) < (z;y) = uUvCaUy=u,vCaxUy=uv e (zUy)+ 1.
17.4 Satz von Hessenberg: Fiir alle unendlichen Mengen z gilt |z x z| = |z|.

Beweis: Wir wenden das Prinzip der transfiniten Induktion nur auf die Teilmenge der unendlichen
Kardinalzahlen C'\ N C w an und kénnen Satz 11.10 daher nicht direkt ibernehmen, wohl aber das
Beweisprinzip. Nach den Séatzen 9.4, 10.7 und 17.2 gibt es fiir jede Kardinalzahl x eine streng
monotone Funktion f : z X x — y, wobei y C w ein Schnitt in der Menge der Ordinalzahlen ist. Wir
zeigen, dass fir jedes (u;v) € x x x gilt f ((u;v)) € x Wegen der Injektivitit von f folgt nach Satz 15.5
daraus x x x C z. Sei zunéchst x = N € C'\ N. Fur endliche u, v € z ist nach den Sétzen 16.4, 16.7 und
17.3 auch [(0;0); (u;v)[ C ((x Uy) + 1) x ((x Uy) + 1) endlich. Da f streng monoton und y ein Schnitt
in o ist, ist auch f ((usv)) = [0 f ((us 0))[ = [f (350); £ ((ws 0))[ = £ [[(0;0); (u; )] als bijektives Bild
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einer endlichen Menge endlich: f ((u;v)) € . Sei nun x € C'\ N die kleinste Kardinalzahl, fiir die es
ein (u;v) € z x z gibt mit f ((u;v)) ¢ x. Fir endliche Koordinaten u und v wurde oben schon gezeigt,
dass f ((u;v)) € = gelten muss. Sei also mindestens eine der Koordinaten unendlich mit uUv € w\ N.
Nach Satz 17.1 und wegen v U v € z gilt dann |(uUv) + 1] = |[uUv| C = und nach Annahme muss
dann |[(vUwv) x (uUw)| = |uUv| sein. Mit der Bemerkung zu Satz 17.1 und 17.3 erhdlt man wie oben
£ (s 0))] = 1 (108505 s 0)[]| = [(850); (w5 0)[] © |((z U ) + 1) X (2 Uy) +1)] = [(wLv) x (uLv)]| =
|luUv| C |z| und da sowohl f ((u;v)) als auch x Ordinalzahlen sind, folgt f ((u;v)) € = im Widerspruch
zur Induktionsannahme. Fiir alle unendlichen Kardinalzahlen x gilt also|z x x| = |x|. Fiir eine beliebige
unendliche Menge = sei f : ¢ — |z| € C'\ N bijektiv. Dann gilt dies auch fiir g : © x  — |2| X |z| mit
9 ((u;v)) == ((f(u); f(v)) und es folgt |z x x| = |lx] x |z|| = |[x]| = |x].

17.5 Satz: Ist eine der beiden Mengen x und y unendlich, so gilt |z X y| = |z U y|.
Beweis: folgt direkt aus Satz 17.4.

17.6 Satz: Haben alle Elemente einer unendlichen Menge x die gleiche Méchtigkeit wie z, so gilt|J z| =
|z

Beweis: Nach dem Auswahlaxiom IX wahlen wir fiir jedes y € x ein f, aus der Menge der Bijektionen
[y — |z|. AuBlerdem sei g : © — |z| die entsprechende Bijektion fiir z selbst. Fir z € |Jz sei
u € w die kleinste Ordinalzahl mit z € g~!(u). Durchh(z) := (u; fg—l(u)(Z)) ist dann eine Bijektion
h: Uz — |z| x |z| definiert und die Behauptung folgt aus Satz 17.5.

17.7 Satz: |Z| = |N].

Beweis: Nach Satz 15.3 gilt zundchst |[N| C |Z|. Nach Satz 12.4.1 ist die Addition einer festgelegten
Zahl eine streng monotone und daher bijektive Funktion. Fiir eine ganze Zahl x —y € Z mit x > y
gibt es daher eine eindeutig bestimmte Zahl z mit * = y 4+ z und wir definieren in diesem Fall
f(x—y):=(%0). Im Fall z < y gibt es eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl z mit y = 2 4+ z und
es sei dannf(x —y) := (0;z). Dann ist f : Z — N x N eine Injektion und nach den Sitzen 15.5 und
17.4 folgt |Z| € [N x N| = |N| und damit |Z| = |N]|.

17.8 Satz: |Q| = |NJ.

Beweis: Nach Satz 15.3 gilt zunéchst |N| C |Q|. Nach Satz 13.1.2 gilt fiir ganze Zahlen 2/ € Z und
y' € Zx die Beziehung 2’ - (=) = (=2/) -y & :Zi = z—; In der Aquivalenzklasse einer rationale Zahl
T e Q gibt es daher immer Vertreter mit positiven Nenner und unter diesen wéhlen wir alle Vertreter
mit dem kleinsten positiven Nenner x € N aus. Da die Multiplikation mit einer festgelegten natiirlichen
Zahl x nach 13.1.2 eine streng monotone und damit bijektive Funktion ist, ist der Nenner y fiir den
gewdhlten kleinsten natiirlichen Zahler z dann ebenfalls eindeutig festgelegt. Dann ist f: Q — Z x Z
mit (f (2—;) := (z;y) eine Injektion und nach den Sétzen 15.5 und 17.4 folgt |Q| C |Z x Z| = |Z| = |N]

und damit |Q| = |N].
17.9 Satz: |[R| = ‘QN’.

Beweis: Nach Satz 13.3 gilt R C 22 und nach den Sitzen 15.3 und 17.8 folgt |R| C ’2@‘ = ‘2N’.
Umgekehrt ist g: g : 2N— [0;1] € R mit g(f) = 3%, f(n) - 27! bijektiv und wieder mit Satz 15.3
folgt [28| C [R].

17.10 Satz und Defintion: Es gibt eine streng monotone Funktion X : w — C'\ N.

Beweis: folgt direkt aus Satz 10.7 und der Tatsache, dass einerseits jeder Schnitt in w und C'\ N eine
Menge ist und andererseits weder w noch C'\ N selbst Mengen sind.

17.11 Definitionen: Die kleinste unendliche Kardinalzahl ist Ry := N({)) = N. Mengen mit der Méch-
tigkeit N heiflen abzédhlbar unendlich. Die néchste Kardinalzahl X; ist die kleinste iiberabzéhlba-
re Ordinalzahl. Aus N € ’2N‘ folgt Wy C ’2N’. Die Kontinuumshypothese besagt, dass N; = ‘QN“.
|. Die
Kontinuumshypothese ist ebenso wie das Auswahlaxiom unabhéingig von den iibrigen Axiomen der
Mengenlehre.

Die allgemeine Kontinuumshypothese beinhaltet entsprechend die Aussage W,11 C ‘QN“?
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