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Vorwort

Die axiomatische Mengenlehre bildet zusammen mit dem Axiomensystem von Hilbert fir die
Geometrie das Fundament der Mathematik. In dem vorliegenden Text handelt es sich um eine kom-
primierte Darstellung des Axiomensystems von John von Neumann, Paul Bernays und Kurt
Godel (NBG) in der Variante von John Kelley und Anthony Morse. Ausgehend von den se-
mantischen Antinomien werden zunéchst die Symbole der mengentheoretischen Objektspra-
che motiviert und erkldrt. Auch bei der Beschrankung auf die mathematische Objektsprache bleiben
jedoch logische Antinomien, die sich nur vermeiden lassen, wenn man auch die Inhalte der Mathe-
matik auf moglichst wenige Grundannahmen (Axiome) zuriickfithrt. Der wesentliche Unterschied des
NBG-Systems zum verbreiteten ZFC-Modell besteht in der Auflésung der logischen Antinomien mit
Hilfe der Unterscheidung von Mengen und Klassen. Eine Klasse kann alles sein, was sich mit Hilfe
der mathematischen Objektsprache beschreiben lasst. Der Mengenbegriff enthélt bereits die Vorstel-
lung einer Absonderung von einer {ibergeordneten Gesamtheit. In NBG fordert man daher, dass jede
Menge Element einer iibergeordneten Klasse sein muss. Die folgende Behandlung der Mengenalgebra
mit Relationen, Funktionen und Ordnungen ist Standard. Die Ordinalzahlen als verallgemei-
nertes Zahlprinzip werden in dieser Darstellung zunachst durch Inklusion geordnet, welche sich dann
als gleichwertig zur iiblichen Element-oder-gleich-Beziehung erweist. Wichtige Anwendungen des ver-
allgemeinerten Zahlprinzips mit Ordinalzahlen sind die Definitionen mit transfiniter Rekursion
und Beweise mit transfiniter Induktion. Die endlichen Ordinalzahlen lassen sich {iber die Peano-
Axiome mit den natiirlichen Zahlen identifizieren. Entsprechend findet man in diesem Abschnitt
die Beschreibungen von Definitionen mit finiter Rekursion und der Beweistechnik mit finiter In-
duktion. Die Erweiterungen der natiirlichen Zahlen auf ganze, rationale, reelle und komplexe
Zahlen sind algebraisch und topologisch motiviert und werden in diesem Text daher nahezu ohne
Beweise beschrieben. Fir die Erweiterung des Zahlprinzips auf beliebige Menge mit Hilfe der Kardi-
nalzahlen benétigt man das Auswahlaxiom. Dieses ist unabhingig von den iibrigen Axiomen und
wird flir wichtige Aussagen in Topogie und Algebra in Form von gleichwertigen Aussagen wie z.B.
dem Lemma von Zorn oder dem Maximalprinzip von Haussdorff benotigt. Die Gleichwertig-
keit der vier hdufigsten Alternativen zum Auswahlaxiom wird daher ziemlich ausfithrlich bewiesen. Die
endlichen und unendlichen Kardinalzahlen werden kurz bis zur Kontinuumshypothese dargestellt.
Der Text enthilt aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur das Notigste zum Verstindnis der Begriffe.
Die Begrindungen einfacherer Aussagen sind héufig in den Text einbezogen oder ausgelassen. Fiir das
Verstandnis reichen formal Schulkenntnisse aus; in der zweiten Hélfte wird allerdings eine Vertrautheit
mit mathematischen Denkweisen vorausgesetzt, die weit Giber die iibliche Schulbildung hinausgeht.

Weilheim, im Februar 2011 Arne Ponitz
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1 Einleitung

Die Mathematik dient wie die anderen Naturwissenschaften auch dazu, unser Verstindnis der Welt
um uns zundchst zu vereinfachen und dann zu erweitern. Bei der Entwicklung der Begriffe von Unend-
lichkeit und Grenzwerten sowie der Erweiterung der Zahlbereiche auf irrationale, transzendente und
imagindre Zahlen ergaben sich im 19. Jahrhundert zunehmend Widerspriiche (Paradoxone = neben
der vorherrschenden Meinung (dogma) oder besser Antinomien = gegen die eigene Bedeutung) und
Unsicherheiten um den Begriff der Zahl und des Zéhlens. Das Ziel der Mengenlehre besteht darin, die
Moglichkeiten und Grenzen des Zéhlens zu verstehen, indem man die Zahlen auf mdéglichst wenigen
einfachen und verstdndlichen Voraussetzungen aufbauend nachkonstruiert.

2 Objektsprache und Metasprache

Die Vielfalt der alltdglichen Umgangssprache bietet Raum fiir semantische Antinomien, wie z.B.
die folgenden:

1. Wenn jemand sagt: “Ich liige.” , liigt er dann oder liigt er nicht?

2. Das Krokodil hat ein Kind geraubt und sagt dem Vater: “Wenn du errdtst, ob ich das Kind
zuriickgebe, werde ich es tatséchlich zuriickgeben. Der Vater antwortet: “Du wirst das Kind
nicht zuriickgeben.” Was soll das Krokodil tun?

3. Richards Paradox: Ordnet man alle endlichen und ausschlieBlich aus lateinischen Buchstaben
gebildeten Ausdriicke fiir reelle Zahlen (z.B. ,,Achtunddreissig geteilt durch Sieben” oder ,Die
Masszahl der Diagonale eines Quadrates mit einer Kantenlénge von einem Meter in Metern”)
lexikographisch, so erhélt man eine Folge a(n) reeller Zahlen. Der Ausdruck ,Dies ist die Zahl,
die man erhélt, wenn man die n-te Stelle von a(n) um eins vermehrt, wenn sie den Wert Null
bis Acht besitzt und auf Null setzt, wenn sie den Wert Neun besitzt” gehort einerseits zur Folge
a(n), ist aber andererseits verschieden von jeder Zahl in a(n).

Alle semantischen Antinomien kommen dadurch zustande, dass sich Ausdriicke auf sich selbst bezie-
hen und dadurch Zirkelschliisse und Widerspriiche erméglichen. In Beispiel 1 stellt sich der Ausdruck
selbst in Frage. In Beispiel 2 ist eine wenn-dann-Bedingung nicht korrekt formuliert, denn die Folge
»,dann gebe ich das Kind zuriick“ legt bereits die Bedingung ,Wenn du errétst, ob ich das Kind zu-
riickgebe oder nicht“ fest. Auch hier entsteht der Widerspruch durch den Selbstbezug des Ausdruckes.
In Richards Paradox steht der zitierte Ausdruck ja tatsdchlich an einer Stelle n der Folge a(n) und
bezieht sich damit auf sich selbst.

Um semantische Antinomien zu vermeiden, schrénkt man die mathematische Objektsprache soweit
ein, dass Selbstbeziige und Mehrdeutigkeiten unméglich oder zumindest leicht erkennbar werden. Die
Beschrankung auf moglichst wenige mathematischen Symbole (Vokabeln) und klar definierte Verkniip-
fungsregeln (Grammatik) sollen die Formulierung eindeutiger und widerspruchsfreier Anweisungen
erleichtern und &hnelt daher den Programmiersprachen fiir Computer. Demgegeniiber verwendet
man weiterhin die alltdgliche Metasprache, um Aussagen der Objektsprache zu kommentieren.

3 Axiome, Definitionen und Satze

Logische Antinomien sind inhaltliche Widerspriiche, die auch durch Beschrankung auf eine redu-
zierte Objektsprache erhalten bleiben. Beispiele sind:

1. Die Russel-Antinomie betrifft das Universum U aller Mengen. Ist es tatséchlich eine Menge,
so ist sie Element von sich selber (U € U), was absurd erscheint. Ist es keine Menge, was ist es
dann?



2. Die Burali-Forti- Antinomie betrifft die Menge der verallgemeinerten natiirlichen Zahlen (Ordinalzahlen)
Die Menge aller Ordinalzahlen bis und einschliefllich einer gegebenen Ordinalzahl entspricht der
Ordinalzahl, die um eins grofler ist als die gegebene Ordinalzahl. Die Menge o aller Ordinalzahlen
iiberhaupt ist aber auch wieder eine Ordinalzahl. Die Menge aller Ordinalzahlen einschliefllich
o entspricht dann aber der Ordinalzahl & + 1 und  ist also doch nicht die Menge aller Ordi-
nalzahlen.

3. Die Cantor-Antinomie bestrifft die Méchtigkeiten (Kardinalzahlen) C(U) des Universums U
und C(P(U)) der Menge P(U) (Potenzmenge) seiner Teilmengen. Einerseits muss U die groite
Méchtigkeit aller Mengen besitzen, andererseits mufl C(P(U)) noch groBer sein.

Diese drei Antinomien klingen alle recht dhnlich, da sie die grofiten aller vorstellbaren Mengen und
ihre mogliche Erweiterung im Widerspruch zu ihre Maximaleigenschaft beschreiben. Erstaunlicher-
weise sind die drei Antinomien aber zumindest nicht gleichwertig. Es gibt logische Systeme, die Nr.1
vermeiden und Nr. 3 zulassen.

Um auch logische Widerspriiche moglichst weitgehend zu vermeiden, beschrénkt man sich beim in-
haltlichen Aufbau der Mathematik auf wenige Grundannahmen (Axiome), aus denen alle weiteren
Aussagen (Satze) hergeleitet werden. Die Regeln der Herleitung mittels der primitiven logischen Kon-
stanten = (,,daraus folgt* ; ,wenn..., dann..) und < (,ist gleichwertig zu®; ,....genau dann, wenn..*)
werden aber nicht weiter definiert. Thre Gultigkeit beschréankt sich auf menschliches Ermessen und
menschliche Uberzeugung! Hiufig auftretende Konstruktionen werden in der Regel durch Symbole
und Begriffe abgekiirzt, die aber natiirlich mittels Definitionen vorher eindeutig erklért werden miis-
sen.

4 Elemente der mengentheoretischen Objektsprache

Logische Variablen a, b, c, ... , A, B, C, ... , a, B, v, ... bezeichnen die Objekte der Mengenlehre.
Dabei kann es sich z.B. um Zahlen, Mengen, Klassen, Funktionen oder Ausdriicke handeln. Das Ziel
der Mengenlehre besteht in der Zuriickfithrung all dieser Objekte auf den Begriff der Klasse, welche
widerum gleichwertig ist zu ihren Eigenschaften, die in einem Ausdruck festgelegt werden.

Logische Konstanten =, €, 3, ...bezeichnen die Beziehungen zwischen den Objekten der Mengen-
lehre. Im Gegensatz zu den Variablen diirfen sie nicht durch andere Konstanten ersetzt werden, wenn
die Bedeutung eines Ausdruckes erhalten bleiben soll. Die einfachsten logischen Konstanten sind die
primitiven Symbole. Dabei handelt es sich um Abkiirzungen fiir Ausdriicke der Metasprache, die
dariiberhinaus nicht néher erklért werden. Sie unterliegen daher voll dem subjektiven Vorbehalt
der menschlichen Metasprache. Zwei Objekte des téglichen Lebens (Menschen, Ameisen, Elektronen,
Rechenausdriicke, ...) erscheinen z.B. gleich, wenn sie fiir den Beobachter ununterscheidbar sind.
Die Unterscheidbarkeit hdngt aber von den Wahrnehmungen und Interessen des Beobachters ab. Die
Rechenausdriicke 14 : 2 und 3 + 4 sind (wie jeder Grundschiiler bezeugen kann) in ihrer Qualitdt und
Schwierigkeit vollig verschieden, werden aber in der Mathematik gewohnlich gleich gesetzt, da man
sich bei der Betrachtung auf das Ergebnis 7 beschréinkt und den Rechenweg und die Ausgangsziffern
aufler Acht lasst. Ahnliche Vorbehalte gelten fiir die meisten anderen primitiven Symbole, insbeson-
dere aber fiir =und <, die sich auf den , gesunden Menschenverstand“, d.h. menschliche Logik und
Uberzeugung berufen. Wir benutzen die folgenden primitiven Symbole:



] Symbol ‘ Bedeutung Moégliche Unklarheiten aufgrund der metasprachlichen Herkunft

= ist gleich aufgrund welcher Kriterien?
€ ist Element von aufgrund welcher Kriterien?
A und gleichzeitig oder nacheinander?
\Y einschlieflliches oder -
- nicht -
3 es gibt ein ... mit Wo gibt es das? Gibt es mehr als eins?
N fir alle ... gilt: Alle, die wir kennen oder auch alle unbekannten?
= daraus folgt: aufgrund welcher Kriterien?
& ist gleichwertig zu aufgrund welcher Kriterien?
: , fur die gilt: -

Ausdriicke werden aus logischen Konstanten und Variablen zusammengesetzt. Um sinnlose Ausdriicke
wie z.B.=¢€ xy auszuschlielen, hélt man sich an die folgenden rekursiven Konstruktionsregeln:

1. Ausdriicke kénnen die Gestalt ,x € y“ oder ,x = y“ haben.

2. Sind ¢ und y Ausdriicke und x eine Variable, so sind auch ¢, ¢ V y, ¢ Ay, ¢ =y, ¢ &y, Ix:
¢ und Vx: ¢ Ausdriicke.

Freie und gebundene Variablen: Enthélt ein Ausdruck eine Variable, die nicht durch die Quan-
toren d oder V bestimmt wird, so ist der Wert dieser Variable einerseits frei wahlbar; andererseits ist
die Giltigkeit des Ausdruckes von dem gewéhlten Wert abhéngig. Die Variable hat dann die Rolle
eines Parameters und wird freie Variable genannt. Die Abhéngigkeit des Ausdruckes ¢ von einer
freien Variablen x wird durch die tibliche Klammerschreibweise ¢(x) kenntlich gemacht. Ist der Wert
der Variablen durch die Quantoren 3 oder V eingeschrénkt, so spricht man von einer gebundenen
Variablen, deren Wert durch den Ausdruck selbst bestimmt wird. Z.B. ist der Ausdruck ¢(x,y) = x €
y fir x = % und y = Z falsch und fiir x = % und y = Q richtig. Der Ausdruck y(y) = 3 x: x € y ist
wahr fir y = Z und falsch fiir y = (). Der Ausdruck ¢ = 3x: x € Z ist immer wahr, denn es gibt ein
solches x, z.B. x = 2. Der Ausdruck 4 = Vx: x € Z ist immer falsch, denn fiir x = % ergibt sich ein
Widerspruch.

Ersetzungsprinzip: Ersetzt man in einem Ausdruck eine Variable durch eine andere Variable, die
bisher nicht in dem Ausdruck auftrat, so bleibt der Ausdruck unverdndert. Z.B. hat der Ausdruck ¢(y)
= dx: x < y die gleiche Bedeutung wie der Ausdruck ¢(v) = Ju: u < v.

Axiome, Sitze und Definitionen enthalten keine freien Variablen, da ihre Giiltigkeit unab-
hingig von der willkiirlichen Belegung einer einzelnen Variable sein soll. Zur Forderung der Uber-
sichtlichkeit werden daher die Erklarungen Vx, Yy, Vz, usw. zu Beginn von Axiomen, Definitionen und
Satzen weggelassen. In Axiomen, Definitionen und Sétzen erhalten also scheinbar freie Variablen x, y,
z, ... automatisch die Erklarungen Vx, Vy, Vz, ... zu Beginn.

Definitionen sind Erkldrungen fiir neue logische Symbole, die zur Abkiirzung eingefiihrt werden.
Man erhélt durch Einsetzen der neu definierten Symbole kiirzere und iibersichtlichere Ausdriicke, die
sich aber jederzeit wieder auf primitive Ausdriicke zuriickfithren lassen miissen.

Unsere erste Definition dient der Abkiirzung der Negation in den beiden haufigsten Anwendungsfillen.
Die vollstandige Formulierung wére VxVy : (x ¢ y:= —(x € y)) und VxVy: (x #y:=~(y =y)). Wie
oben angekiindigt, lassen wir die Erkldrung VxVy zu Beginn weg und formulieren:

4.1 Definition der Negation: x ¢ y:= ~(x € y) und x # y := ~(y = y).

Als Beispiel fiir die Verwendung von Metasprache und Objektsprache betrachten wir sechs gingige
Definitionen fiir die Stetigkeit einer Funktion:

1. Eine Funktion f heifit stetig an der Stelle x in ihren Definitionsbereich D, wenn fiir jede noch
so kleine reelle Zahl € ein passendes reelles 8 existiert, so dass gilt: Fiir jede weitere Stelle y im
Definitionsbereich, die einen Abstand kleiner als 6 zu x besitzt, ist der Abstand ihres Bildes f(y)
zum Bild f(x) auch kleiner als €.



2. f heift stetig an der Stellex € Dy : & Ve >038>0Vy € Dy d(xsy) < 8 = d(f(x)f(y)) < .

3. Eine Funktion f heifit stetig an der Stelle x in ihren Definitionsbereich D, wenn fiir jede noch so
kleine reelle Zahl € ein passendes reelles 8 existiert, so dass das Bild der 8-Umgebung von x in
der e-Umgebung von f(x) liegt.

4. f heiBit stetig an der Stellex € Dy : < Ve > 038 >0V y € Dy: f(Us(x)) C Us(f(x)).

5. Eine Funktion f heifit stetig an der Stelle x ihres Definitionsbereiches, wenn das Urbild jeder f(x)
enthaltenden offenen Menge des Wertebereichs auch wieder offen im Definitionsbereich ist.

6. f heifit stetig an der Stelle x € D¢ : < f(x) € U offen in Wy = f~1[U] offen in Dy.

In der Objektsprache erzielt man grofftmogliche Exaktheit und Kiirze durch die Beschriankung auf an
anderer Stelle definierte mathematische Symbole, wodurch allerdings die Ubersichtlichkeit nicht immer
gesteigert wird. Aber auch in der Metasprache konnen Informationen mit allgemeinerer Bedeutung
durch die Verwendung mathematische Fachworter wie ,,Funktion®, Definitionsbereich®, ,Bild“, Urbild*
und ,offen“ in die entsprechenden Definitionen ausgelagert werden. Dadurch gelingt es, hinreichend
préazise und {ibersichtliche Aussagen zu formulieren, die durch Ergénzungen wie ,auch® und ,wieder®
zusétzlich betont werden konnen. Im folgenden Text wird wird die iibliche pragmatische Mischung aus
Objekt- und Metasprache verwendet, um die Vorteile beider Darstellungsarten zu nutzen.

5 Mengen und Klassen

Die Ursache fiir das Russell-Antinomie war die unkritische Annahme des Abstraktionsaxioms: Fiir
jeden Ausdruck ¢(x) gibt es eine entprechende Menge y(¢) = {x: ¢(x)}, die genau diejenigen Elemente
x enthélt, fiir die der Ausdruck ¢(x) gilt. Fiir ¢(x,y) = x ¢ y erhdlt man zunéchst einen einfachen
semantischen Widerspruch durch Selbstbezug, den man mit der folgenden leicht einsehbaren
Einschrdnkung des Abstraktionsaxioms aber vermeiden kann: Der beschreibende Ausdruck ¢ darf
nicht von der zu beschreibenden Menge y (oder gar von sich selber) abhingig sein. Diese Ein-
schrankung wurde 1922 von Thoralf Skolem formuliert. Schwerwiegender ist der Fall ¢(x) = x ¢ x,
der einen logischen Widerspruch nach sich zieht: Da x frei wahlbar ist, kann man x = y einsetzen
und erhélt die Russell-Antinomie. Wie in 3.1 schon bemerkt, ist die Menge {x: x ¢ x} zu gro8§
fiir eine eindeutige Charakterisierung. Die Abgrenzung einer Menge mittels einer bestimmten Eigen-
schaft ist nur sinnvoll, wenn nicht von vornherein alle erdenklichen Elemente dieser Eigenschaft schon
gentigen.

Man koénnte nun versuchen, zu allgemeine Eigenschaften, die auf zu grofle Mengen fithren, auszuschlie-
Ben. Einfacher ist die 1908 von Ernst Zermelo vorgeschlagene Einschrinkung auf das Separations-
axiom: Man lasst alle moglichen Eigenschaften zu und beschrankt sich dafiir auf eine Grundmenge
z. Fir jede Grundmenge z und jeden Ausdruck ¢(x) gibt es eine entsprechende Menge y(¢,z) = {x:
x € z A ¢(x)}, die genau diejenigen Elemente x aus der Grundmenge z enthilt, fiir die der Aus-
druck ¢(x) gilt. Mit dem Russell-Ausdruck ¢(x) = x ¢ x erhélt man die Menge y(z) = {x: x €
z A x ¢ x}. Setzt man einerseits x = y, so erhédlt man die Aussage y € y &y € z Ay ¢ y. Wenn
die linke Seite ist, muss auch die rechte Seite wahr sein und man erhélt mit y € x A y ¢ x einen
Widerspruch. Also muss die linke Seite falsch sein: y ¢ y. Dann muss auch die rechte Seite falsch sein
und da y ¢ y wahr ist, folgt y ¢ z: Die Menge y ist nicht ein Element der Grundmenge z. Das war
zu erwarten und ist akzeptabel. Setzt man andererseits x = z, so ergibt sichz € y &z €z Az ¢
z. Da die rechte Seite falsch ist, muss auch die linke Seite falsch sein, d.h., es muss z ¢ y gelten: Die
Grundmenge z ist nicht Element der Menge y. Auch dies war zu erwarten und ist akzeptabel. Wegen
der Unbestimmtheit des Ausdruckes ¢(x) handelt es sich bei dem Separationsaxiom eigentlich um ein
Schema fiir die Formulierung unendlich vieler Axiome. Im Jahr 1922 gelang es Thoralf Skolem und
Abraham Fraenkel, ein System aus acht endlichen Axiomen und dem Schema der Separationaxiome
aufzustellen, dass einerseits frei von direkten Widerspriichen ist und andererseits die Herleitung aller
gingigen mathematischen Aussagen erlaubt. Unter den acht endlichen Axiomen ist auch das berithm-
te, von Ernst Zermelo formulierte Auswahlaxiom (Axiom of Choice), woraus sich die Abkiirzung
ZFC fiir dieses bis heute weit verbreitete Axiomensystem ableitet.



Das Separationsaxiom vermeidet logische Antinomien, indem es die entsprechenden sehr groflien Ob-
jekte einfach von der Betrachtung ausschliet. Da es das Universum U aller Objekte in diesesm System
nicht gibt, erhilt man allerdings in Grenzfillen etwas unbefriedigende Aussagen wie z.B. N() = (). Der
Durchschnitt Nx einer Menge x enthélt namlich alle Elemente, die in allen Elemente von x enthalten
sind. Fiir x = () enthalt A keine Elemente, so dass die Bedingung leer ist und daher auf alle Elemente
zutrifft. Es miisste also eigentlich gelten Nf) = U. Abgesehen von solchen Schonheitsfehlern besteht die
Motivation fiir die Entwicklung der Mengenlehre in dem Wunsch, sehr grofle Objekte wie z.B. gerade
das Universum U besser zu verstehen und zu beschreiben. Durch Arbeiten von John von Neumann
(1923), Paul Bernays (1937) und Kurt Godel (1940) wurde der Mengenbegriff erweitert, um auch diese
grofiten und interessantesten Objekte etwas zugénglicher zu machen: Jeder Ausdruck ¢(x) definiert
zunéchst eine Klasse {x: ¢(x)} von Mengen x, fir die dieser Ausdruck wahr ist.

5.1 Definition der Menge: Eine Klasse x heifit Menge, wenn sie Element einer Klasse z ist, d.h.,
wenn Jz: x € z. Eine Klasse, die keine Menge ist, wird auch als echte Klasse bezeichnet.

Das Separationsschema wird dann ersetzt durch das folgende

I Klassifizierungsschema : Fiir jeden Ausdruck ¢(x) gibt es eine entsprechende Klasse y(¢) = {x:
Jz: x € z A ¢(x)}, die genau diejenigen Mengen x enthélt, fiir die der Ausdruck ¢(x) gilt.

Der Unterschied zum Separationsschema des ZFC-Systems besteht in der Behandlung der Grundklasse
z: z kann eine echte Klasse sein und ist kein freier wihlbarer Parameter mehr, sondern eine durch den
Quantor 3 gebundene Variable. Mit dem Russell-Ausdruck ¢(x) = x ¢ x erhilt man die Klasse
r={x:Jzx €2z Ax¢x}. Mit x=rergibtsichr €r < Jz:r €z Ar ¢ r. Wie oben schon
besprochen, miissen in diesem Fall beide Seiten falsch sein und da r ¢ r wahr ist, folgt fz: r € z:
Die Klasse r ist keine Menge. Sie ist zu grof}, um sie von einer anderen Menge abzugrenzen. Das ist
akzeptabel. Die Uberlegung x = z eriibrigt sich, weil die Grundmenge z von x abhiingig ist und nicht
willkiirlich festgelegt werden darf. Die Mengendefinition und das Klassifizierungsschema sowie acht
weitere Axiome bilden die Grundlage des nach seinen Hauptentwicklern benannten NBG-Systems,
das heute eine dhnliche Verbreitung wie ZFC gefunden hat. Man kann zeigen, dass in NBG die gleichen
Satze iber Mengen bewiesen werden kdnnen wie in ZFC. Dariiber hinaus sind aber Aussagen iiber
echte Klassen formulierbar, die in ZFC nicht moglich sind. Ein eher formal-dsthetisches Argument
fiir NBG besteht darin, dass sich das Klassifizierungsschema durch acht Spezialféille ersetzen lésst.
NBG lésst sich also durch ein endliches Axiomensystem von insgesamt 16 Axiomen beschreiben.
Dies ist bei ZFC nicht moglich.

Aus dem Klassifizierungsschema folgt unmittelbar der folgende
5.2 Satz iiber die Elementbeziehung: x € y(¢) < ¢(x) und x ist eine Menge.

Im urspriinglichen NBG-System sind auch die gebundenen Variablen in einem Ausdruck auf Men-
gen beschrénkt. Diese Einschrankung wird in den Lehrbiichern von John Kelley 1955 (Anhang von
General Topology) und Anthony Morse 1965 (set theory) aufgehoben, wodurch das Klassifizierungs-
schema so erweitert wird, dass es sich nicht mehr durch acht Spezalfélle ersetzen ldsst. Die Variante
von Kelley und Morse ist damit weitergehend als NBG und ZFC und lésst sich nicht mehr durch
ein endliches Axiomensystem beschreiben. Sie erméglicht aber vor allem beim Thema Relationen und
Funktionen eine deutlich {ibersichtlichere Darstellung und wird daher in diesem Text {ibernommen.
Das Klassifizierungsschema und die acht Axiome werden lateinisch von I - IX nummeriert, wihrend
Defintionen und Sétze abschnittsweise arabisch nummeriert werden.

Nach unserem primitiven Gleichheitsbegriff haben zwei gleiche Mengen x und y zumindest auch die
gleichen Elemente: x =y = Vz: z € x & z € y. Diese im Alltag notwendige Minimalbedingung der
Gleichheit wird in der heute verbreiteten extensionalen Auffassung der Mathematik auch schon als
hinreichend betrachtet:

II Extensionalitidtsaxiom: x =y & Vz:z€x <z €y.

Im rein extensionalen Sinn ist also ein Haufen Einzelteile gleich der zusammengebauten und betriebs-
bereiten Maschine. Im Alltag erwartet man von der Gleichheit zweier Objekten natiirlich mehr: Die



Elemente sollten nicht nur iibereinstimmen, sondern auch in der gleichen Anordnung und mit der glei-
chen Vorgeschichte und Darstellung in den beiden Objekten auftreten. Diese intensionale Auffassung
hat sich in der Mathematik aus praktischen Griinden nicht durchsetzen kénnen, weil die Definition von
weiteren Elementeigenschaften wie Anordnung, Vorgschichte, usw. fiir allgemeine Zwecke zu aufwendig
ist.

6 Elementare Algebra fiir Klassen

6.1 Definitionen: Die kleine Vereinigung xUy := {z: z € x V z € y} ist die Klasse aller Elemente,
die in x oder y liegen und der kleine Schnitt xNy := {z:z € x A z € y} die Klasse aller Elemente,
die in x und y liegen. x und y sind disjunkt, wenn x Ny = (.

6.2 Definitionen: Die grofle Vereinigung (Jx := {z: Jy: z € y € x} ist die Klasse aller Elemente,
die in irgendeinem Element von x liegen und der grofie Schnitt (x := {z: Vy: y € x = z € y} ist die
Klasse aller Elemente, die in jedem Element von x liegen. Die Klasse x wird in der Praxis haufig durch
eine Indexklasse I gegliedert. Mit x = {x; : i € I} erhélt man dann Ux = Uiggxi = {z:Jiel:z € x;}
und Nx = Nierxi = {z: Vi € I: z € x3}. Die Klasse x heifit paarweise disjunkt, wenn u N v = ( fur
alle u,v € x.

6.3 Satze iiber Rechenregeln fiir Vereinigung und Schnitt:
1. Neutrale Elemente: x Ux =x und x Nx = x.
2. Kommutativitat: xUy =yUx und x Ny =y Nx.
3. Assoziativitat: (xUy)Uz=xU(yUz) und (xNy)Nz=xN(yNz).
4. Distributivitédt: xN (yUz) = (xNy)U(xNz)und xU (yNz) = (xUy) N (xUz).

Die Beweise zu den Rechenregeln ergeben sich durch direkte Anwendung des Klassifizierungsschemas 1
und des Extensionalitatsaxioms II. Die Rechenregeln sind hier fiir die kleine Version formuliert und gel-
ten analog fiir die grofle Version. Bei intensionaler Auffassung der Gleichheit etwa unter Einbeziehung
der Reihenfolge der Elemente wiirden Kommutativitdt und Assoziativitdt nicht mehr gelten!

6.4 Definition: x° := {y : y ¢ x} ist das Komplement von x.

6.5 Sitze iiber Rechenregeln fiir Komplemente (de Morgan):

1,6.4 I,6.1 Logik
Beweis zu 2.: z € (xUy)* & zé¢xUyAJuzeu & -(zexVzey)AJwuzeu &
1,6.4 1,6.1

z¢xNz¢yANJuwuzeu & ze€xVzey' & zexNy°.

Die konsequente Verwendung der Objektsprache verdeutlicht die typische Struktur dieses Beweises:
Die Mengenaussauge wird mittels der bisher eingefiihrten Definitionen 6.1 und 6.4 sowie des Klas-
sifizierungsschemas I in die rein logische Aussage —(z € x V z € y) tiibersetzt. Der Kern des Beweises
besteht in der Umformulierung dieser Aussage in die Form z ¢ x A z ¢ y mittels der Anwendung eines
logischen Schlusses bzw. des gesunden Menschenverstandes auf die primitiven Konstanten € und V.
Anschlieflend wird dieses Aussage rein formal wieder in die gewiinschte Mengendarstellung umgewan-
delt. Die Beweise der ersten und dritten Aussage sowie der meisten folgenden Sétze verlaufen analog
und werden daher ausgelassen.

6.6 Definition: Die mengentheoretischen Differenz von x und y ist x \ y := xNy°.
6.7 Definition: Die symmetrische Differenz von x und y ist x Ay := (xUy) \ (xNy)

6.8 Definition: x Cy < Vz:2z € x = z € y. x ist dann eine Teilmenge von y.



6.9 Sétze iliber Teilmengen:
LX=yeoXCyAyCx
. XCyANyCz=xCz

. XCyexUy=yeoxNy=x

1
2
3
4. xCyex\y=0&ylAx=y\x
5. xCy=UxCcUyANyCNx
6. xey=xCUyANyCx

6.10 Definition: 2* := {y : y C x} ist die Potenzklasse von x. Nach dem Klassifizierungsschema I
enthélt die Potenzklasse nur diejenigen Teilklassen von x, welche auch Mengen sind. Handelt es sich
um eine endliche Menge mit |x| € N Elementen, so enthilt die Potenzklasse |2%| = 2/*/Elemente, denn
jede Teilmenge y C x entspricht einer Abbildung y: x — {0;1} und umgekehrt.

I1T Potenzmengenaxiom: Fiir jede Menge x ist die Potenzklasse 2* wieder eine Menge und enthalt
alle Teilklassen von x.

6.11 Satz: Jede Teilklasse einer Menge ist eine Menge

Beweis: Nach 6.10 und III ist jede Teilklasse z einer Menge x ein Element der Potenzmenge 2* und
daher eine Mengeng

7 Existenz von Mengen

Die Existenz einer Menge kann bisher und auch im Folgenden nicht bewiesen werden.
Sie ist im Unendlichkeitsaxiom VIII enthalten, welches aber noch viel weitergehende Forderungen
umfasst und daher auf den Abschnitt 12 verschoben wird.

7.1 Definition: U := {x: x = x} ist das Universum. Es enthilt genau die Klassen, die im exten-
sionalen Sinn eindeutig beschrieben werden kénnen. Fiir jede Klasse x € U und jedes Element y gilt
entweder y € x oder y ¢ x.

7.2 Satz: Das Universum ist die Klasse aller Mengen.

Beweis: Jedes x € U ist nach Definition 5.1 eine Menge. Umgekehrt ist jede Menge x Element einer
Klasse z. Uber die Zugehérigkeit zu einer Klasse z kann aber nur dann eindeutig entschieden werden,
wenn fiir jedes Element y bestimmt werden kann, ob entweder y € x oder y ¢ x gilt. Es muss daher
x = x gelten und nach dem Klassifizierungsschema I folgt x € U.

7.3 Definition: () := {x : x # x} heiit leere Klasse .

7.4 Satz: Die leere Klasse enthélt keine Elemente.

7.2 7.1 7.3
Beweis: Angenommen, x€) = xe€U = x=x = x¢0.

7.5 Siatze iiber das Universum und die leere Klasse:
1. )°=Uund U° =0
2.0CcxundxCU
3. xNP=0und xNU =x
4. xUP=xund xUU=TU
5. NM0=Uund NU=10
6. UJl=0und JU=TU



Beweise der letzten vier Aussagen:

1,6.2 7.4 7.2
NP=U,dennxcN0 & Vy:yel=>x€yAIz:x€z & wz:x€z & zec U
6.11 7.2 6.2 7.4
NU=0,denn PCcxeNU = 0 isteine Menge = 0 €U = NUCPund) c NU.
1,6.2 7.4 7.4
Uh=0,dennx el < TJy:yebAxey = UOCPhPundd c U0
7.2 1 1,6.2 7.2

UU=U,dennx € U = xist eine Menge = x€2*clU = xe|JU=UcCcyUUund JU c U.
7.6 Satz: Fur alle x # () ist () eine Menge.

7.4 6.2 6.11
Beweis: x #() = dy:yex = ((xCy = [)x ist eine Menge.

7.7 Satz: 2V = U.

7.2 7.5 6.10
Beweis: x € 2V = x € U und umgekehrt x € U = xCc U = xe2Y,

7.8 Satz: U ist keine Menge.

Beweis: Die Russell-Klasse r = {x : x ¢ x} ist keine Menge, denn nach dem Klassifizierungsschema I
gilt r €r < r ¢ rund r ist eine Menge. Wegen Satz 7.5 gilt auflerdem r C U und wegen Satz 6.11 kann
dann U keine Menge sein.

IV Axiom der Vereinigung: Mit x und y ist auch ihre Vereinigung x Uy eine Menge.
7.9 Satz: Das Komplement einer Menge ist ein echte Klasse.

Beweis: Angenommen, fiir eine Menge x ist auch ihr Komplement x¢ eine Menge, dan miisste nach
Axiom IV auch das Universum U = x U x® eine Menge sein im Widerspruch zu Satz 7.8.

Die Aussagen () # U und insbesondere ,,{) ist eine Menge“ sind nicht beweisbar und miissen postuliert
werden. Sie folgen aus dem Unendlichkeitsaxiom VIII in Abschnitt 12.

Die folgenden Abschnitte befassen sich mit der Ordnung von (bis auf weiteres hypothetischen) Mengen
durch Relationen und Funktionen. Diese fiihren zur mengentheoretischen Herleitung des Zéhlens in
Gestalt der Ordinalzahlen. Die fiir die Konstruktion der Ordinalzahlen benétigten ., geschachtelten®
Mengen werden im Unendlichkeitsaxiom VIII postuliert. Die endlichen Ordinalzahlen entsprechen
den natiirlichen Zahlen. Fiir den Vergleich unendlich grofler Mengen verwendet man die ebenfalls
aus den Ordinalzahlen abgeleiteteten Kardinalzahlen und benétigt dafiir ein letztes Axiom, das
Auswahlaxiom IX.

8 Relationen

Die Konstruktion von geordneten Paaren auf einer zunéchst vollig amorphen Menge ist mit gewissem
technischen Aufwand verbunden. Die Beweise zu den folgenden Sétzen ergeben sich durch rein mecha-
nische Anwendung der Rechenregeln aus Abschnitt 6 und werden hier nicht dargestellt. Entscheidend
ist der Satz 8.8 iiber die Eindeutigkeit der geordneten Paare.

8.1 Definition: {x} := {z: x € U = z = x} wird Atom x genannt. Ist x eine Menge, so ist {x} die
Klasse, deren einziges Element x ist. Wegen x € 2* folgt in diesem Fall {x} C 2*. Insbesondere ist {x}
dann ebenfalls eine Menge und es gilt [J{x} = N{x} = x. Ist x keine Menge, so gilt x ¢ U und daher

[x} = Ufx} = U und N{x} = 0.
8.2 Definition: {x;y} := {x} U {y} heifit ungeordnetes Paar von x und y. Wegen 8.1 und

IV ist {x;y} genau dann eine Menge, wenn dies auch fir x und y gilt und in diesem Fall ist
z € {x;y} < z=xVz=y. Nach 8.1 gilt {x;y} = U genau dann, wenn x oder y keine Menge ist.
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8.3 Satz: Sind x und y Mengen, so gilt N{x;y} =xNy und U{x;y} =xUy. Ist x oder y keine
Menge, so gilt N{x;y} = 0 und U{x;y} = U.

8.4 Definition: (x;y) := {{x};{x;y}} heifit geordnetes Paar. Wegen 8.2 und IV ist (x;y) genau
dann eine Menge, wenn dies auch fiir x und y gilt. Nach 8.2 gilt {x;y} = U genau dann, wenn x
oder y keine Menge ist.

8.5 Satz: Sind x und y Mengen, so gilt U(x;y) = {x;¥}, N(x;y) = {x}, UNxy) = NN(x;y) = x,
UUK;y) =xUy und NU(x;y) = xNy. Ist x oder y keine Menge, so gilt UN(x;y) = NU(x;y) =
0 und UU(xy) = NN(x;y) = U.

8.6 Definition: p;(z) := Nz ist die erste und pa2(z) := (NUz) U (UUz)\ (UNz)) die zweite
Koordinate von z.

8.7 Satz: Sind x und y Mengen, so gilt p1(x;y) = x und p2(x;y) = y. Ist x oder y keine Menge, so
gilt p1(x;y) = p2(x3y) = U.
8.8 Satz: Sind x und y Mengen, so gilt (x;y) = (4;v) © x=uAy=v.

8.9 Definitionen: R heifit Relation, wenn fiir jedes z € R zwei Klassen x und y existieren mit z
= (x;y). Eine Relation ist also eine Klasse geordneter Paare. Fiir (x;y) € R schreibt man auch xRy.
TIhre Inverse ist R™! := {(x;y): (y;x) € R}. Damit folgt (R™!)~! = R. Zwei Relationen lassen sich
verketten gemifl SoR := {(x;2): 3 y: (x;y) € R A (y;z) € S}. Die Verkettung ist assoziativ mit
(ToS)oR =To(SoR). Offensichtlich gilt (SoR)~! = R~! 0 S~1. Spezielle Relationen sind die Pro-
duktklasse x x y := {(u;v) : u € x Av € y} und die Diagonale A := {(x;y): x = y}. Eine Relation R
heifit reflexiv, wenn A C R; symmetrisch, wenn R = R™!; antisymmetrisch, wenn RNR™! = A
und transitiv, wenn R o R C R. Man nennt sie Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist. Die Klasse R(x) := {y: (x;y) € R} ist dann die Aquivalenzklasse von x. Aus der
Reflexivitat folgt x € R(x). Wegen der Symmetrie und der Transitivitat ist xRy < R(x) = R(y)
und —xRy < R(x) N R(y) = 0. Fiir eine Aquivalenzrelation R C xxx ist die Quotientenklasse x/R
:= {R(u): u € x} aller Aquivalenzklassen eine Familie paarweise disjunkter Klassen mit x = [Jx/R.

9 Funktionen

9.1 Definitionen: Eine Relation f heifit Funktion, wenn gilt: (x;y) € f A (x;2) € f = y = z. Eine
Funktion ist also eine Relation, deren zweite Koordinate durch die erste Koordinate eindeutig bestimmt
wird. Sie wird daher als Wert f(x) := ({y: 3x: (x;y) € f} von f an der Stelle x bezeichnet. Die Klasse
Df := {x: Jy: (x;y) € f} heiBit Definitionsbereich. Nach Satz 7.4 gilt x ¢ D¢ = f(x) = N0 = U:
der Funktionswert ist dann unbestimmt. Nach 8.1 gilt x € Dy < f(x) = N{y} = y mit (x5y) €
f. Insbesondere ist fir jedes x € D¢ der Wert f(x) eine Menge. Die Funktion lisst sich also in der
Form f = {(x;y): y = f(x)} beschreiben. Auflerdem definiert man das Bild {[x] := {y: Ju € x: (u;y)
€ f} einer Klasse x unter f. Das Bild f [D¢] wird Wertebereich genannt. Man schreibt dann f: Dy —
f [D¢]. Beschriankt man die Definition auf eine Teilklasse A C Dy, so erhélt man die Restriktion f|A:
A — f[A]. Haufig ist vom Wertebereich f[A] nur bekannt, dass er in einer eventuell groBeren Klasse
B liegt. Man schreibt dann f: A — B und nennt f surjektiv bzw. Surjektion, wenn {f[A] = B. Die
Funktion f heifit injektiv bzw. Injektion, wenn gilt: (x;y) € f A (u;y) € f = x = u. Dann ldsst sich
die erste Koordinate eindeutig aus der zweiten Koordinate bestimmen und die Umkehrfunktion !
ist ebenfalls wieder eine Funktion. Schliellich heifit sie bijektiv bzw. Bijektion, wenn sie injektiv
und surjektiv ist. In diesem Fall ist f~1[B] = A.

11



9.2 Satz: Fir eine Funktion f: A — B und alle C, D C A gilt

1. f~CuD] = f1[C] U f~1[D]

2. f7HCND] = f71C] N f7LD]

3. f{[C U D] = {[C] U {[D]

4. f[C n D] c {[D] N {[D]

5. fist injektiv genau dann, wenn f{C N D] = f[C] N {[D] fiir alle C, D C A
9.3 Satz: f = g & Vx: f(x) = g(x).

Zwei Funktionen f und g sind gleich, wenn ihre Werte an jeder Stelle x {ibereinstimmen. Der Beweis
verwendet ausschliellich die Definitionen und Aussagen aus 9.1. Die Fallunterscheidung x € D¢ bzw.
x ¢ Dy ist vor allem dann von Bedeutung, wenn g eine Fortsetzung von f ist, d.h., wenn g D f.

Beweis:
Vor.
=:8eif =g Fallsx € Dy = Jy: (xsy)e fmity =f(x) = (x5y) € gmity = g(x) = f(x) = g(x).
Vor.
Falls x ¢ Dy = fy: (x;y) € fund f(x) =0 = By: (x3y) € g = g(x) = 0.
Vor.
<:Seif# gund 0.B.d.A (x;y) € f\ g=y =1f(x). Fallsx € Dy = 3Jz: (x;z) € gmit z =g(x) = f£(x)

Vor.
=y #z=gx). Fallsx ¢ Dy = g(x) =0 und f(x) # 0 = f(x) # g(x).
Fiir den folgenden Satz iiber Produktmengen benétigt man gleich zwei Axiome:

V Ersetzungsaxiom: Das Bild f[x] einer Menge x ist wieder eine Menge.

VI Grofles Vereinigungsaxiom: Die Vereinigung | Jx der Mengen einer Menge x ist wieder eine
Menge.

Das kleine Vereinigungsaxiom IV lésst sich nicht aus dem groflen Vereinigungsaxiom VI herleiten,
weil sich die kleine Vereinigung nicht durch die grofie Vereinigung ersetzen lésst. Z.B. ist x U y =

U{x} u{y}.
9.4 Satz: Fiir zwei Mengen x und y ist auch ihr Produkt xxy eine Menge.

Beweis: Fiir jedes u € x ist {u}xy das Bild der auf y definierten Funktion f mit f(v) = (u;v) und
nach Axiom V daher eine Menge. Das Bild der auf x definierten Funktion g mit g(u) = {u}xy ist
dann nach Axiom V ebenfalls eine Menge. Nach Axiom VI ist xxy = J{{(w,v): Iv: v € y} : Ju: u €
x} = U{{u} x y: Ju: u € x} = Ug[x] dann wieder eine Menge.

9.5 Satz: Ist der Definitionsbereich einer Funktion f eine Menge, so ist auch f eine Menge.
Beweis: Mit Axiom V und VI, denn f C Dy x f[Dy].

9.6 Definition: y* := {f: x — y ist eine Funktion}.

Handelt es sich um endliche Mengen mit |x| € N bzw. |y| €N Elementen, so gilt [y*| = |y |X|.

9.7 Satz: Fiir zwei Mengen x und y ist auch y* eine Menge.

9.5 111, 9.4
Beweis: f € y* = fCxxy = &2 und 2"V ist eine Menge. Damit folgt y* C 2**¥
111
= y* ist eine Menge.

12



10 Ordnungen

10.1 Definitionen: Eine Relation < heifit Ordnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Das geordnete Paar (A;<) mit < € AXA heiit dann geordnete Klasse. Fiir eine geordnete Klasse
(A;<) unterscheidet man das kleinste Element ay € A, wenn V a € A: ag < a und das minimale
Element by € A, wenn V a € A: a < bg = a = bg. Entsprechendes gilt fiir das grofite und das
maximale Element von A. Fiir eine Teilmenge B C A nennt man by € A eine untere Schranke
von B, wenn V b € B: by < b. Die grofite untere Schranke heifit Infimum inf B. Entsprechend definiert
man die obere Schranke und das Supremum sup B. Eine Klasse ist beschrankt, wenn sie sowohl
eine obere als auch eine untere Schranke beitzt. Eine geordnete Klasse (A;<) heifit linear geordnet,
wenn < U <71 = AxA. Sie besitzt die Supremumseigenschaft, wenn jede nicht leere und nach oben
beschriankte Teilmenge ein Supremum besitzt. Eine linear geordnete Klasse mit Supremumseienschaft
heifit vollstindig geordnet. Schliellich ist (A;<) wohlgeordnet, wenn jede nicht leere Teilmenge
ein kleinstes Element besitzt.

10.2 Satze und Beispiele:

1. Besitzt eine linear geordneten Menge ein kleinstes Element, so ist es eindeutig bestimmt und
gleich dem minimalen Element.

2. Die Supremumseigenschaft ist gleichwertig zur Infimumseigenschaft, wenn jede nicht leere
und nach unten beschrinkte Teilmenge ein Infimum besitzt. Das gesuchte Infimum ist das Su-
premum der nicht leeren Menge der unteren Schranken der Teilmenge. Umgekehrt erhélt man
das Supremum einer nicht leeren nach oben beschrankten Menge als Infimum der nicht leeren
Menge der oberen Schranken der Teilmenge.

Jede wohlgeordnete Menge wie z.B. die natiirlichen Zahlen (N;<) ist auch linear geordnet.
Die reellen Zahlen (R;<) sind vollstandig geordnet, aber nicht wohlgeordnet.

Die rationalen Zahlen (Q;<) sind linear geordnet, aber weder vollstdndig noch wohlgeordnet.

AN R

Die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen 2V wird durch die Inklusion C geordnet und
besitzt dann ein groBtes Element N. Damit ist jede Teilmengenfamilie A C 2% beschrinkt. Thr
Supremum ist die Vereinigung [JA. (2V,C) ist aber weder linear noch wohlgeordnet.

10.3 Definitionen: Auf einer linear geordneten Klasse (X;<) mit x <y := x <y A x # y defniert
man die Intervallschreibweise : [a;b] := {x € X: a <x < b}, Ja;b] := {x € X: a < x < b}, |—oo;b] :=
{x € X: x < b}, usw.. Die Teilmenge Xy C X liegt dicht in X, wenn Vx,y € X x <y =3z € Xp: x <
z < y. Insbesondere ist dann jedes offene Intervall |x;y[ C X mit x < y nicht leer. Fiir den Fall Xy = X
spricht man von einer in sich dichten Klasse. Die wichtigsten Beispiel sind die rationalen Zahlen
Q und die reellen Zahlen R Ein Schnitt S ist definiert als nicht leere echte Teilmenge () # S ¢
X mit Intervallcharakter, d.h.,Vx € S:Va € X:a<x = a € S und S hat kein grofites Element.
Auf einer in sich dichten Klasse X ist jedes Intervall |—oo;x[ mit x € X ein Schnitt. Sind (X;<) und
(Y;<) zwei linear geordnete Klassen, so heifit die Funktion f: X — Y monoton, wenn V x,y € X: x <
y & f(x) < f(y) und streng monoton wenn x < y < f(x) < f(y). Eine streng monotone Funktion
ist injektiv und ihre Umkehrung f~!: f{X] — X ist wieder streng monoton. Ist die Funktion auch
surjektiv, so heiflen (X;<) und (Y;x) isoton zueinander. Eine streng montone Funktion f: X — Y
ist eine Einbettung, wenn das Bild f[X] dicht in Y liegt. Die Funktion f: X — Y heifit Fortsetzung
der Funktion f: X9 — Y, wenn Xg C X und f C f. Umgekehrt heifit f|Xo Restriktion von f auf Xy,
wenn X C X und f|Xy C f.

Der folgenden Satz beschreibt im Wesentlichen die Vervollstdndigung der rationalen Zahlen zu den
reellen Zahlen mit Hilfe der Dedekind-Schnitte und wird in Satz 13.3 wieder aufgegriffen.

10.4 Satz (Vervollstiandigung einer in sich dichten Ordnung): Jede in sich dichte Klasse ist
isoton zu einer dichten Teilmenge einer vollstéindig geordneten Klasse.

Beweis: Sei (X;<) in sich dicht und (Y;C) die durch Inklusion geordnete Klasse der Schnitte auf A.
Aufgrund ihres Intervallcharakters sind die Schnitte linear geordnet. Sie sind auch vollstdndig geordnet,
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denn fiir jede Familie von Schnitten A C Y mit der oberen Schranke s € Y ist wegen a C sV a € A
auch ihre Vereinigung (JA C s & X ein Schnitt und auBlerdem kleinste obere Schranke bzw. Supremum
von A. Die Funktion f: X — Y mit f(x) := |—o0o;x[ ist offensichtlich streng monoton. f[X] liegt dicht in
Y, denn fir zwei Schnitte A ¢ B existiert ein x € B\A und es folgt A ¢ ]Joo;x[ & B.

Der néchste Satz beschreibt die hauptsichliche Motivation fiir die Vervollstindigung einer Menge.
Er deutet auflerdem durch die Vorwegnahme des bekannten Satzes {iber die Fortsetzung stetiger
Funktionen die Erweiterung des Ordnungsbegriffes auf die Begriffe Metrik und Topologie an.

10.5 Satz (Eindeutige Fortsetzung einer monotonen Funktion): Seien Xy C X eine dichte
Teilmenge einer linear geordneten Klasse (X;<) und (Y;x) eine vollstdndig geordnete Klasse. Dann
hat die Einbettung f: Xqg — Y genau dann eine eindeutig bestimmte, streng monotone Fortsetzung f:
X — Y, wenn fiir jede beschrénkte Teilmenge A C X auch ihr Bild f[A] beschrankt ist.

Beweis: =: Sei f die Fortsetzung von f und A C X mit der oberen Schranke a € X. Wegen der
strengen Monotonie von f und f C f ist dann f (a) eine obere Schranke von f[A]. < : Sei x € X
gegeben. Existiert ein y € Sy := X N ]—00;x[, so ist X N ]y;x[ # 0 beschriinkt und es existiert f(x)
:=sup f [Sx] = sup { [Xp N]y; x[]. Existiert kein solches y, so ist x das Infimum von Xy und es existiert
dann ein y € Xg N [x;00[. Die Menge Xg N [x;y] # 0 ist wieder beschriankt und nach Voraussetzung
existiert f(x) := inf f [Xo] = inf f [Xg N [x;y]]. f ist eine Fortsetzung von f, denn fiir x € Xy und wegen
Xp dicht in X gilt im ersten Fall x = sup Sy und wegen der strengen Monotonie von f folgt f(x)
= f(sup Sx) = sup f[Sx] = f(x). Im zweiten Fall ist x = inf Xy und wieder aufgrund der strengen
Monotonie von f folgt f(x) = f (inf Xo) = inf f [Xo] = f(x). f ist streng monoton, denn fiir x < y und
Sx # 0 folgt wegen Xo N |x;y[ # 0 auch Sy & Sy # 0 und daher f(x) = sup f [Sx] < sup f[Sy] = f(y).
Fir x < y mit Sy = () ist aus dem gleichen Grund Sy N X # 0 und f(x) = inf f [Xo] < sup {[Sy] =
f(y). Seien und f und f zwei streng monotone Fortsetzungen von f mit f(x) < f(x) fiir ein x € X. Da
f [Xo] dicht in Y liegt, gibt es dann ein y € X mit f(x) < f(y) < f(x). Da (X;<) linear geordnet ist,
gilt dann x < y oder y < x und wegen f(y) = f(y) = f(y) steht dies im Widerspruch zur geforderten
strengen Monotonie einer der beiden Fortsetzungen.

Die beiden folgenden Sétze werden fir die Entwicklung der Kardinalzahlen im Abschnitt 15 benétigt:

10.6 Satz: Seien (X;<) und (Y; <) zwei wohlgeordnete Klassen mit den kleinsten Elementen xp und
yo. Die Funktionen f: [xg;a] = A C Y und f: [xg;b] = B C Y mit a < b seien streng monoton. Dann
ist f eine Fortsetzung von f.

Beweis: Sei x; < a das kleinste Element der Menge {x € X: f(x) # f(x)}. Da (Y;<) linear geordnet ist,
kann man 0.B.d.A. annehmen, dass f(x;1) < f(x1). Wegen der strengen Montonie folgt xo := ! (f(x1))
<f! (f(xl)) = x; und daher f(x2) = f(x2) = f(x1) im Widerspruch zu x5 < x;.

10.7 Satz: Seien (X;<) und (Y;<) zwei wohlgeordnete Klassen mit den kleinsten Elementen xo und
yo. Dann ist X isoton zu Y oder einem Intervall [yo;y1] C Y oder umgekehrt. Der zweite Fall tritt
immer ein, wenn Y keine Menge ist.

Beweis: Die Menge f := {(u;g(u)): u € X fiir ein streng montones g: [xo;a] - A C Y} ist nach Satz
10.6. selbst eine streng monotone Funktion. Angenommen Dy ¢ X und f[D¢] & Y. Dann gibt es die
kleinsten Elemente x; von X\D¢ und y; von Y\f[D¢] und nach der Definition von f gilt f: [xg;x1[ —
[vo; y1[- Dann ist f := f U (x1;y1): [x0;x1] — [yo;y1] im Widerspruch zur Definition von f bzw. x; .
Also muss Dy = X oder f[D¢] =Y gelten. Ist Y keine Menge, so ist wegen des Ersetzungsaxioms V der
zweite Fall ausgeschlossen.

11 Ordinalzahlen

In diesem Abschnitt werden abzéhlbare und wohlgeordnete Mengen konstruiert, die spater auf die
natiirlichen Zahlen fithren. Wie in Abschnitt 7 schon erwéhnt, kann die Existenz irgendwelcher Mengen
bisher und auch spéater nicht bewiesen werden. Falls es Mengen gibt, fordern wir an dieser Stelle
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ein Mindestmafl an Ordnung und Hierarchie in ihrer Struktur, um die angekiindigte Konstruktion
durchfiithren zu kénnen:

VII Fundierungsaxiom: Jede nichtleere Klasse x besitzt ein Element, dessen Elemente nicht in x
liegen.

11.1 Satz: x ¢ x.

Beweis: Wende das Fundierungsaxiom VII auf die Menge {x} an.

11.2 Satz: Es gibt keine zwei Klassen x und y mit x € y und y € x.

Beweis: Wende das Fundierungsaxiom VII auf das ungeordnete Paar {x;y} an.

Satz 11.2 ldsst sich zu der Aussage erweitern, dass es keine absteigende Kette xg 2 x1 2 x9 3 ...
gibt. Es gibt unendlich grofle Mengen, aber keine unendlich kleinen. Zum Beweis wendet man das
Fundierungsaxiom VII auf die Folge {x¢;x1;x2; ...} an. Dazu muss dieses Folge bzw. die entsprechende
Funktion auf den natiirlichen Zahlen aber erst sauber definiert werden. Dies geschieht mit Hilfe des
Begriffes der Ordinalzahlen:

11.3 Definitionen: Eine Klasse x heifit Ordinalzahl, wenn sie durch die Inklusion C linear geordnet
wird und auflerdem jedes Element von x auch Teilmenge von x ist. Die Klasse der Ordinalzahlen
wird mit o bezeichnet. Um einen Widerspruch mit dem Fundierungsaxiom VII zu vermeiden, muss
jede Ordinalzahl die leere Menge enthalten. Da sich die lineare Ordnung auf beliebige Teilmengen
iibertriagt und jedes Element eines Elementes von x selbst wieder zu x gehort, ist jedes Element einer
Ordinalzahl selbst wieder Ordinalzahl. Die einfachsten Ordinalzahlen sind 0 := 0, 1 := 0 U {0} = {0},
2:=1U{1} ={0,1}, usw.. Fiir jede Ordinalzahl x ist x + 1 := x U {x} wieder eine Ordinalzahl, denn
jedes Element von x + 1 ist entweder schon Element von x oder x selber und x + 1 ist offensichtlich
wieder linear geordnet mit kleinstem Element () und groftem Element x. Es gibt keine Ordinalzahl
zwischen x und x 4+ 1, denn jedes Element einer solchen Ordinalzahl miisste entweder in x liegen oder
gleich x selber sein. x heifit daher der Vorgénger von x + 1 und x + 1 ist der Nachfolger von x.

11.4 Satz: Jede Ordinalzahl x € w lisst sich als Intervall x = [();x[ C « schreiben.

Beweis: x C [0;x[, denn jedes Element einer Ordinalzahl x ist selbst Ordinalzahl und auferdem
echte Teilmenge von x. Umgekehrt gilt [(;x[ C x , denn aus y & x folgt nach den in 1.3 bemerkten
Eigenschaften y U {y} C x und damit y € x.

11.5 Satz: Fiir zwei Ordinalzahlen x und y ist der Schnitt x N y wieder eine Ordinalzahl.

Beweis: Wegen x Ny C x ist der Schnitt durch Inklusion linear geordnet und jedes Element von x N
y ist Teilmenge sowohl von x als auch von y und damit auch von x N y.

Der folgende Satz beschreibt die Auflésung der Burali-Forti- Antinomie 3.2 im NBG-System:
11.6. Satz: w ist eine Ordinalzahl, aber keine Menge.

Beweis: Fiir x, y €w gilt wegen Satz 11.4 und Satz 11.5 entweder x Ny € x = [(; x[ oder x Ny = x.
Im ersten Fall folgt x Ny ¢ y = [(;y], weil sonst x Ny € x Ny und damit x Ny = y. Aus Satz 6.9.3
folgt dann im ersten Fall x C y und im zweiten Fall y C x. Die Klasse « wird also durch Inklusion
linear geordnet und wegen Satz 11.4 ist jedes ihrer Elemente auch Teilmenge von w. o ist also eine
Ordinalzahl, aber keine Menge, da sonst w € w gelten wiirde.

11.7 Satz: Fiir jede Teilmenge x C o ist die Vereinigung |Jx ihrer Elemente die kleinste Ordi-
nalzahl, die alle Elemente von x als Teilmengen enthélt. Ist x selbst eine Ordinalzahl, so gilt Jx =
X.

Beweis: Jedes Element aus [Jx ist ein Element einer Ordinalzahl aus x und daher einerseits selbst
wieder Ordinalzahl und andererseits Teilmenge dieser Ordinalzahl und damit auch von [Jx. Daraus
folgt einerseits | Jx C w und andererseits | Jx € w. Da jedes Element von x eine Ordinalzahl ist und
in der Ordinalzahl | Jx als Teilmenge enthalten ist, folgt aus 11.4 auflerdem x C [Jx. Jede Ordinalzahl
y, die alle Elemente von x als Teilmengen enthélt, muss diese auch als Elemente enthalten und damit
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auch alle Elemente dieser Elemente, also [Jx C y. Ist x selbst eine Ordinalzahl, so ist jedes Element
eines Elementes aus x wieder Element aus x und damit Jx C x.

11.8 Satz: Fiir jede Teilmenge x C o ist der Durchschnitt (x ihrer Elemente ebenfalls eine Ordi-
nalzahl und gleich dem kleinsten Element der Klasse x. Ist x selbst eine Ordinalzahl, so gilt x = [(;x|
und daher Nx = (. Die Klasse o und jedes ihrer Elemente sind also sogar wohlgeordnet durch die
Inklusion.

Wichtigste Hilfsmittel bei der Verwendung von Ordinalzahlen sind die rekursive Definition von
Funktionen und das Beweisprinzip der transfiniten Induktion. Zunéchst wird gezeigt, dass die
rekursive Definition der Funktion f: x — A auf einer Ordinalzahl x mittels der Rekursionsregel g
eindeutig ist. Die Rekursionsregel g: D, — A gibt an, wie man von den Funktionswerten der
Elemente einer Ordinalzahl u € x auf den Funktionswert f(u) fir u selber gelangt. Wegen u =
[0;u[ wird dabei von den Funktionswerten flu aller vorangehender Ordinalzahlen v C u auf u selber
geschlossen: f(u) = g(f|u). Die ersten Funktionswerte sind also f(0) = g(f|0) = g(0), f(1) = g(f|]1) =
g((0:£(0))), £(2) = g(f|2) = g({(0:£(?)) }U{(1;£(1)}), usw. Sobald ein u € x erreicht wird mit flu ¢ D,
folgt f(u) = U und wegen (u;f(u)) = (u;U) = U ¢ D, gilt dies dann auch fiir alle folgenden Ordinalzahlen
v D u. Entsprechend ist dann der Definitionsbereich von f eingeschrankt auf Dy = [Q;u[. Erst mit Dy =
Uuex A" erreicht man Dy = [(;x[. Dabei kann sich der Informationsgehalt der Rekursionsregel durchaus
auf wenige der vorangegangenen Funktionswerte beschrédnken. Unter Verwendung der im néchsten
Abschnitt axiomatisch begriindeten natiirlichen Zahlen x = N € o (Satz 12.3) kann man z.B. die
Fibonacci-Folge f: N — N beschreiben durch die Rekursionsregel g: [J,eny N* — N mit g(0) = 1 und
g(1) = 1 sowie g({(0;£(0)) }U...U{(w;f(u) }U{ (u+1;f(u+1)}) = f(u) + f(u+1). Die Rekursionsregel nimmt
also nur auf die letzten beiden Funktionswerte Bezug. Die Rekursionsregel h: N2 — N mit h((a;b))
= a + b dagegen produziert f(x) = UV x € o, da sie wegen () ¢ N? keinen Startwert liefert. Auch eine
zusétzliche Angabe eines oder mehrerer Startwerte dndert nicht viel, da h keine Informationen {iber
die Auswahl der beiden zu addierenden Werte a und b enthélt. Zur Vereinfachung wird in den beiden
folgenden Séatzen iiber Eindeutigkeit und Existenz der rekursiv definierten Funktion f kein Bezug auf
Definitions- und Wertebereiche der Rekursionsregel g genommen. Der Fall g(flu) = f(u) = U fiir flu ¢
Dg bei zu kleinem D, wird damit stillschweigend in Kauf genommen.

11.9 Satz: Seien x und y zwei Ordinalzahlen mit x € y und f: x — A sowie h: y — A zwei Funktionen.
Existiert eine gemeinsame Rekursionsregel g mit f(u) = g(fju) fir alle u € x und h(u) = g(hju) fir
alle u € y, so stimmen g und h auf x iiberein.

Beweis: Angenommen, u € x ist das kleinste Element mit f(u) # h(u) , dann stimmen f und h auf
der Menge u = [();u[ iiberein und daraus folgt f(u) = g(fjlu) = g(hju) = h(u) im Widerspruch zur
Annahme.

11.10 Satz (Transfinite Rekursion): Fir jede Rekursionsregel g existiert eine eindeutig bestimmte
Funktion f mit f(x) = g(f|x) fiir jede Ordinalzahl x und D¢ € ® oder Dy = .

Beweis: Die Menge f := {(uw;h(u)): u € Dy mit h(v) = g(h|v) fiir alle v € Dy, und Dy, € » oder Dy
= } ist nach Satz 11.4 selbst eine Funktion mit f(v) = g(f|v) fir alle v.€ D¢ und Dy € o oder Dy
= . f ist auch eindeutig bestimmt, denn nach Definition von f ist jede weitere Funktion mit den
gewlinschten Eigenschaften schon in f enthalten. Im Fall Dy = w ist der Satz schon bewiesen. Falls Dy
€ o sei x € »\Df und mit 9.1 folgt f(x) = U. Im Fall f ¢ D, folgt aus dem gleichen Grund U = g(f)
= g(f|x) = f(x) und die Behauptung ist auch fiir diesen Fall bewiesen. Sei schliefllich f € Dy und h :=
f U {(Ds;g(f))}. Die Menge Dy ist das kleinste Element von «\Ds. Nach Satz 9.5 ist damit auch f eine
Menge und ebenso g(f). Damit folgt h(v) = g(h|v) fur alle v € Dy, = Dy + 1. Offensichtlich ist h C
f und daher {(Ds, g(f))} C f. Wegen D¢ ¢ Dy ergibt dies einen Widerspruch, womit dieser letzte Fall
ausgeschlossen ist.

11.11 Satz (Transfinite Induktion): x Co AVycw (yCx=y €X) =X = .

Eine Aussage y € x gilt fiir alle Ordinalzahlen y € w, wenn man zeigen kann, dass fiir jede Ordinalzahl
y aus der Giiltigkeit der Aussage fiir jedes ihrer Elemente (y C x) schon die Giiltigkeit der Aussage
fir y selber (y € x) folgt.
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Beweis: Sei y die kleinste Ordinalzahl aus w\x. Dann gilt u € x fiir alle u € y und damit nach
Voraussetzung y € x im Widerspruch zur Annahme.

Der bei der finiten Induktion (Satz 12.2) explizit geforderte Induktionsstart ist bei der transfiniten
Induktion im Fall y = () € x enthalten, denn wegen () C x folgt () € x schon aus der Voraussetzung.

12 Die natiurlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen werden als Klasse der endlichen Ordinalzahlen definiert. Satz 12.2 liefert die
Axiome, die Giuseppe Peano im Jahr 1889 zur vollstdndigen Beschreibung der natiirlichen Zahlen
aufstellte. Zur Erweiterung der natiilichen Zahlen auf die rationalen und reellen Zahlen bendétigt man
zusétzlich die Mengeneigenschaft der natiirlichen Zahlen (Satz 12.3). Diese lasst sich erst mit Hilfe
des Unendlichkeitsaxioms VIII beweisen.

12.1 Definition: Eine Ordinalzahl heifit endlich, wenn jede ihrer Teilmengen ein grof3tes Ele-
ment besitzt. Die endlichen Ordinalzahlen werden als Klasse N der natiirliche Zahlen bezeichnet.
Da die Eigenschaft des grofiten Elementes auch fiir Teilmengen gilt, ist jedes Element einer natiir-
lichen Zahl wieder eine natiirliche Zahl. Fiir das grofite Element y einer natiirlichen Zahl x = [(;x]
gilt einerseits y & x und andererseits x C y + 1. Daraus folgt y + 1 = x und x — 1 := y ist der
Vorginger von x. In Abschnitt 15 wird gezeigt, dass unendliche Ordinalzahlen demgegeniiber zwar
einen Nachfolger, aber keinen Vorgénger besitzen.

12.2 Satz: (Peanos Axiome der natiirlichen Zahlen)
l.xeN=x+1eN
2.0eNVxeN=x+1#0.

3. x,yeNVx+1l=y+1=x=y
4

. (Finite Rekursion): Fiir jede Rekursionsregel g: A — A mit Startwert fy € A gibt es eine
eindeutig bestimmte Funktion f: N — A mit f(0) = fy und f(x + 1) = g(f(x)) fir alle x € N.

5. (Finite Induktion): 0 € x C N (Induktionsstart) A Vy e x: (y e x =y + 1 € x)
(Induktionsschritt) = x = N.

Beweis:

1. Die 2% Teilmengen von x € N C  werden zu 2*! Teilmengen von x + 1 € » erginzt, indem
man zu jeder Teilmenge y C x die um das Element x erweiterte Teilmenge y U {x} hinzufiigt.
Die neuen Teilmengen haben alle das maximale Element x und es folgt x + 1 € N.

2. 0 € N ist offensichtlich und x + 1 = x U {x} # 0, weil {x} # 0 fiir alle x.
3. Folgt aus 11.3, denn J(x + 1) = x fur alle x € .

4. Wende Satz 11.10 an mit der Rekursionsregel g’: A — A mit g’(0) := fp und g'(f|x) := g(f(x —
1)), wobei x — 1 das maximale Element von x € N\{0} sei. Man erhalt die eindeutig bestimmte
Funktion f: N — A mit f(0) = g’(f|0) = g’(0) = fp und f(x) = g(f(x — 1)) fir alle x € N\{0}. Da
x das maximale Element von x + 1 ist, folgt f(x + 1) = g(f(x)).

5. Sei u das kleinste Element aus N\x. Nach Voraussetzung gilt 0 € x und daher u > 0 + 1 = 1.

Dann gilt y € x fiir den Vorgénger y mit y + 1 = u. Nach Voraussetzung folgt dann aber u =y
+ 1 € x im Widerspruch zur Annahme.

VIII Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge x mit ) € x und Vy € x gilt y U {y} € x .

Erst mit dem Unendlichkeitsaxiom werden alle bisherigen Aussagen mit Inhalt gefiillt. Insbesondere
folgt aus dem Unendlichkeitsaxiom, dass es iiberhaupt Mengen gibt, dass () eine Menge ist und damit
0 # U gilt.
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12.3 Satz: N € w.

Beweis: Nach 12.1 gilt N C w. N wird also durch Inklusion linear geordnet und wieder nach 12.1 ist
jedes Element einer natiirlichen Zahl wieder eine natiirliche Zahl. Nach 11.3 ist N also eine Ordinalzahl.
Es bleibt nur zu zeigen, dass N eine Menge ist. Nach dem Unendlichkeitsaxiom VIII gibt es eine Menge
xmit0 exundy € x =y + 1 € x. Nach 12.2.1 und 12.2.2 gilt aberauch0 e Nundy e N=y + 1
€ N. Alsofolgt 0 e xNNundy e xNN=y+ 1€ xnNN. Mit finiter Induktion 12.2.5 folgt x N N
=N & N C x. Nach 6.11 ist N also eine Menge.

12.4 Satz: (Rechenoperationen fiir natiirliche Zahlen) Fiir jedes x € N existieren die eindeutig
bestimmten Funktionen

1. Addition von x: x + : N> Nmitx + 0 =xundx+ (y+1) = (x+vy) + 1.
2. Multiplikation mit x: x - :N— Nmitx - 0=0undx - (y+1)=(x - y) +x.
3. Potenzierung von x: x” : N = N mit x* = 1 und x¥*! = x¥ - x.

Da die obigen Funktionen fiir jedes x € N eindeutig bestimmt sind, erhilt man damit die bekannten
zweistelligen Operatoren Summe: N x N — N mit Summe(x;y) := x + y, Produkt: N x N — N
mit Produkt(x;y) := x - y und Potenz: N x N — N mit Potenz(x;y) := x¥ .

Beweis: Durch finite Rekursion 12.2.4 mit
L. £(0) := x und g(f(y)) == f(y) + 1
2. £f(0) :== 0 und g(f(y)) := f(y) + x
3. f(0) := 1 und g(f(y)) := f(y) - x.
12.5 Satz: (Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen) Fiir x,y,z € N gilt
1. Kommutativgesetze: x + y=y + xundx - y=y X
2. Assoziativgesetze: (x +y) +z=x+ (y +z)und (x y) z=x" (v 2)
3. Distributivgesetz: x - (y +z) =x"y + x "2
4. Potenzgesetze: xY % =x¥ - y? | (x-y)? =x? - y% und x¥% = (x¥)*
5. Aquivalenzumformungen: x =y & x+z=y +zundx <y x+z<y+2z

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der finiten Induktion 12.2.5 auf alle auftretenden Variablen.
Der Ubersicht halber wird nur der erste Beweis angegeben:

Kommutativgesetz fiir die Addition: Zunachst gilt 0 + x = x, denn 0 + 0 = 0 und aus 0 + x =
x folgt 0 + (x + 1) = (0 + x) + 1 = x + 1 fiir alle x € N. Durch eine erste finite Induktion iiber x €
N erhélt man den Induktionsstart x + 0 = 0 + x fiir alle x € N. Durch eine zweite finite Induktion
tiber x € Nergibt sichy + (x +1)=(y+ 1) +x,denny+ (0+1)=(y+0)+1=y+1=y+
l+0undausy + (x+1)=y+14+xfolgty+(x+1)+1)=F+1)+x+1)=((y+1)
+ 1) 4+ x. Damit erhélt man den Induktionsschritt, denn aus x + y =y + x folgt x + (y + 1) =
x+y)+1l=FF+x)+1=y+ x+1) =(y+1) + x fur alle x,y € N. Durch eine dritte finite
Induktion {iber y € N erhilt man die Behauptung.

13 Erweiterung der natiirlichen Zahlen

Die Erweiterungen der natiirlichen Zahlen auf die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen
sind algebraisch bzw. bei den reellen Zahlen topologisch motiviert und werden hier nur kurz dargestellt.

13.1 Definitionen: Der geordnete Ring Z der ganzen Zahlen entsteht aus der Aquivalenz-
relation r := {((x;y);(x;y")) € (NxN)x(NxN): x + y’ = x’ + y} als Quotientenmenge 7Z :=
(NxN)/r. Eine ganze Zahl wird damit als Differenz zweier natiirlicher Zahlen definiert. Fiir die
Aquivalenzklassen x — y := r(x;y) € Z definiert man
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1. Addition: (x —y) + (z —u):=(x+2) — (y + u)
2. Multiplikation: (x —y) - (z—u) = (x"z+y-u) — (x-u+y-z)
3. Ordnung: (x —y) < (z—u):&x+ucCz+y.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die Rechenregeln 12.5 aus den natiirlichen Zahlen in die ganzen
Zahlen iibertragen werden, wobei man sich bei den Potenzen jetzt noch auf natiirliche Exponenten
beschrankt und die Wohlordnung auf eine lineare Ordnung reduziert wird. Die natiirlichen Zahlen
selbst werden mit der Funktion i: N — Z mit i(x) := x — 0 isoton und isomorph in die ganzen
Zahlen abgebildet, denn mit x C y < i(x) < i(y) wird die Ordnung erhalten und mit i(x + y) = i(x)
+ i(y) bzw. i(x - y) = i(x) - i(y) werden auch die Rechenoperationen iibertragen.

13.2 Definitionen: Der geordnete Korper (Q der rationalen Zahlen entsteht analog zu 13.1
aus der Aquivalenzrelation s := {((x;y);(x;y")) € (ZxZ*)x(ZxZ*): x -y’ = x’ -y} als Quotien-
tenmenge Q := (ZxZ*)/s, wobei Z* := Z\{0}. Eine rationale Zahl wird damit als Quotient zweier
ganzer Zahlen definiert. Fiir die Aquivalenzklassen 3 = s(x;y) € Q definiert man

1. Addition: ¥ + 72 := Xl;#

2. Multiplikation: % L= y:z

»

[=1

3. Ordnung: ¥ < % :& {x-u§z~y » fallsy -u >0

you x-u>z-'y ,fallsy-u<0
Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die Rechenregeln 13.1 aus den ganzen Zahlen in die rationalen
Zahlen tubertragen werden, wobei man sich bei den Potenzen jetzt noch auf ganze Exponenten
beschrankt. Die ganzen Zahlen selbst werden mit der Funktion j: Z — Q mit j(x) := 7 wieder isoton
und isomorph in die rationalen Zahlen abgebildet.

13.3 Definitionen: Der vollstindig geordnete Korper R der reellen Zahlen wird nach Ri-
chard Dedekind 1872 gemif Satz 10.4 definiert als die Menge aller Schnitte in Q: R := {x ¢ 2@
D#A#xCQAVsexxVaecQa<s=aecxAIbexmitb > s}. Fiir diese nach oben offenen
Intervalle x,y € R definiert man:

1. Addition: x +y:={a+b:a€xAbey}

acexAbey\]|—o00;0] ,falls] —00:0]CxA]—0c0:0]Cy

AbeR fall —00:0J]A] —00:0
2. Multiplikation: x - y i {a - b: 4 & € XD ERAY fallsx ¢} =00 O]A] —co: 0] Cy
acR\xAbey ,falls] —o00: 0] Cx Ay C] —00: 0]
aExAbey ,fallsx C] — 00 : 0] Ay C] — 00 : 0]

3. Ordnung: x <y :&x Cy.

Die langwierigen Fallunterscheidungen bei der Multiplikation erspart man sich, wenn man die reellen
Zahlen nach Georg Cantor 1872 als Grenzwerte von Cauchy-Folgen rationaler Zahlen definiert.
Da diese Grenzwerte a priori nicht bekannt sind, muss man sich aber zunéchst klar machen, unter
welchen Bedingungen zwei Cauchy-Folgen einen gemeinsamen Grenzwert haben und wie man diese
Cauchy-Folgen ordnet und verkniipft. Dieser Zugang ist ein Spezialfall der (topologischen) Vervoll-
standigung metrischer Rdume und wird daher in der Topologie niher dargestellt. Mit Hilfe der
obigen Definitionen kénnen die bekannten Rechenregeln 13.1 aus den rationalen Zahlen in die reellen
Zahlen tbertragen werden. Die rationalen Zahlen selbst werden mit der Funktion k: Q — R mit k(x)
:= ]—o0;x| wieder isoton und isomorph in die reellen Zahlen abgebildet. Die reellen Zahlen sind
vollstandig geordnet und das Bild k[Q] liegt dicht in R.

13.3 Definitionen: Die imaginire Zahl i mit i?= —1 wird seit Rafael Bombelli 1569 verwendet,
um die rationalen oder reellen Zahlen zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper zu erweitern.
Im Fall der reellen Zahlen erhélt man den Kérper C der komplexen Zahlen. In Anlehnung an
die Konstruktion der ganzen und der rationalen Zahlen sowie die Restklassenringe Z/pZ kann
man C als Quotientenring R[x]/(x? + 1) des Polynomringes R[x] iiber die Aquivalenzrelation
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(x2+1) == {(w;v) € Rx]xR[x]: 3 f € R[x] mit u — v = - (x?> + 1)} betrachten. Die Elemente dieses
Quotientenringes haben die Gestalt von Aquivalenzklassen @ := {u + f- (x> 4+ 1): 3 f € R[x]} mit u €
R[x]. Wenn man das Polynom u € R[x] durch x? 4 1 teilt, bleibt nur ein linearer Rest der Gestalt a +
bx mit reellen Zahlen a und b. Die Elemente von C lassen sich also darstellen in der Form a1+ b X
mit a, b € R. Die zweite Komponente entpricht den imaginiren Zahlen, denn wegen x - x = x? + 1
— 1 folgt X - X = —1 . Damit ergibt sich die tibliche Darstellung in der Form z = a + ib mit a, b € R
und der imagindren Einheit i? = —1. Jetzt erhiilt man die Multiplikationsregel (a + ib)(c + id) =
ac — bd + i(ad 4+ bc) direkt durch Anwendung des Distributivgesetzes und aus der Bedingung (¢ +
id)(a + ib) = 1 die Inverse (a +ib)™! = (¢ + id) = ﬁ(a — ib). Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra sind die komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen: Jedes Polynom mit komplexen
Koeffizienten besitzt eine Nullstelle. Mittels Polynomdivision lédsst sich ein Polynom vom Grad n
daher in n Linearfaktoren zerlegen und besitzt damit sogar n Nullstellen.

Eine einfachere Konstruktion ergibt sich, wenn man C als Untervektorraum von Matrizen der

Gestalt ( a

b _ab > betrachtet. Dann ergeben sich die Multiplikationsregel direkt aus der Defini-

b a

-1
c d 10 a —b c d a b _ a b
(c c>:<0 1>Zu<b a ) :<c c>:a2+1bz<—b a)bzw'(a;b) "= (i)

Die wichtigsten Eigenschaften der komplexen Zahlen erschliefen sich aber erst in der komplexen
Analysis und werden dort beschrieben. Dem Gewinn einer Vielzahl von angenehmen Eigenschaften
steht allerdings auch ein manchmal nicht unbedeutender Verlust gegeniiber: die komplexen Zahlen
sind nicht mehr linear geordnet.

tion der Matrizenmultiplikation und die Inversen berechnen sich aus der Bedingung ( a —b ) *

14 Das Auswahlaxiom

Das Auswahlaxiom ist unabhéngig von den iibrigen Axiomen und wird im Gegensatz zu diesen als
direkte Voraussetzung wichtiger Sétze der Topologie, Algebra und Analysis bendtigt. Aufgrund der
Vielfalt der Anwendungen existieren verschiedene Formulierungen des Auswahlaxioms, deren Gleich-
wertigkeit nicht ohne weiteres offensichtlich ist. Die wichtigsten werden in diesesm Abschnitt dargestellt
und ihre Gleichwertigkeit mit dem Auswahlaxiom bewiesen.

14.1 Definitionen: Eine Menge heifit endlich, wenn sie sich bijektiv auf eine natiirliche Zahl abbilden
lasst. Eine Klasse x hat finiten Charakter, falls y € x genau dann, wenn fiir jedes endliche z C
y ebenfalls gilt: z € x. Achtung: In allen Aussagen mufl genau zwischen Elementbeziehung und
Teilmengenbeziehung unterschieden werden!

14.2 Satz: Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
1. IX Auswahlaxiom: Es gibt eine Auswahlfunktion ¢ mit ¢(x) € x fiir jede Menge x # 0.

2. Maximalprinzip von Hausdorff: Jede Menge enthélt eine beziiglich Inklusion maximale
linear geordnete Teilmenge.

3. Lemma von Tukey: Jede nicht leere Menge mit finitem Charakter hat ein beziiglich Inklu-
sion maximales Element.

4. Lemma von Zorn: Eine geordnete Menge hat ein beziiglich dieser Ordnung maximales
Element, wenn jede linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt.

5. Wohlordnungssatz von Zermelo: Jede nicht leere Menge besitzt eine Wohlordnung.
Beweis:

1 = 2: Wir konstruieren mittels transfiniter Rekursion eine aufsteigende ,,Folge* linear geordneter
Teilmengen iiber der Indexmenge . Da die Menge aller Teilmengen im Gegensatz zu o eine Menge ist,
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muss diese Folge bei einer Ordinalzahl € w enden und die entsprechende linear geordnete Teilmenge ist
dann das gesuchte maximale Element: Fiir eine Menge x sei L C P(x) die Menge der linear geordneten
Teilmengen von x und fir jede Funktion h: & — L sei Lj, die Menge der Elemente aus L, die jeden
Funktionswert von h als echte Teilmenge enthalten. Die Funktion f: Dy — L mit Dt € « oder Dy = ©
wird nun {iber transfinite Rekursion 11.10 mittels der Rekursionsregel g(h) := c¢(Ly,) definiert, wobei
¢ die nach Voraussetzung existierende Auswahlfunktion ist. Fiir jede Ordinalzahl u gilt dann f(u) =
g(flu) = c(L¢py) € Lgjy- Die Funktion f ist nach Definition streng monoton bezogen auf die Inklusion
C in @ und L. Daher ist auch f~!: f[Df] — Dy eine Funktion und da f[Df] C L C 2* eine Menge ist,
folgt f~1[f[Dg]] = D¢ € w mit den Axiomen III und V. Wegen Dy ¢ Dy gilt U = f(Ds) = g(f) = c(Ly).
Nach dem Auswahlaxiom folgt Ly = (): Es gibt also keine linear geordnete Teilmenge von x, die ein
Element von f[D¢] als echte Teilmenge enthélt. |J{[Dy] ist nach Definition von f eine linear geordnete
Teilmenge von x, die jedes Element von f[Ds| enthélt und damit das gesuchte maximale Element.

2 = 3: Sei x # () eine Menge mit finitem Charakter und y C x die nach Voraussetzung existierende
in Bezug auf Inklusion maximale linear geordnete Teilmenge von x. Sei nun z C |Jy eine Menge von
endlich vielen Elementen von Elementen aus y. Da die Elemente von y durch Inklusion linear geordnet
sind, gehoren alle Elemente dieser endlichen Menge zu einem Element u € y C x. Fiir die endliche
Menge z gilt also z C u € x und wegen des finiten Charakters von x folgt z € x. Da dies fiir jede endliche
Teilmenge von (Jy gilt, folgt wieder aufgrund des finiten Charakters |Jy € x. Sei nun v ein weiteres
Element von x mit | Jy C v € x. Da jedes Element eines Elementes von y in v liegt, ist jedes Element
von y Teilmenge von v. Daher ist y U {v} eine in Bezug auf Inklusion linear geordnete Teilmenge von
x, die y als Teilmenge enthélt. Dies ist ein Widerspruch zur Maximaleigenschaft von y. Es kann also
kein solchesn v geben und |Jy ist ein maximales Element von x.

3 = 4: Sei (x,<) eine geordnete Menge und L die Menge der beziiglich < linear geordneten Teilmengen
von x. Fir eine solche linear geordnete Teilmenge y € L gilt y C x und damit ist auch jede endliche
Teilmenge z C y linear geordnet: z € L. Umgekehrt ist eine Menge linear geordnet, wenn jeden endliche
Teilmenge linear geordnet ist. Die Menge L hat also finiten Charakter und nach Voraussetzung ein
beziiglich Inklusion maximales Element u C x. u ist eine linear geordnete Menge und besitzt nach
Voraussetzung eine beziiglich < obere Schranke v € x. Dann ist v das gesuchte maximale Element von
x, denn fiir jedes w € x mit v < w ist u U {w} € L eine linear geordnete Teilmenge von x, fiir die
wegen der Maximaleigenschaft vonu gilt uU {w} Cueweusosw<v=v=w.

4 = 5: Sei x eine nicht leere Menge und W die Menge aller Wohlordnungen <y auf Teilmengen y C
x. W ist nicht leer, denn fur jedes z € x ist {(z;z)} eine Wohlordnung auf der Teilmenge {z} C x. Auf
W wird eine Ordnung =< definiert durch <y; < <y9p & <1 C <pp A Ja€yryr ={uexu<yal.
Fiir eine in Bezug auf < linear geordnete Teilmenge V C W ist <y := [JV offensichtlich eine lineare
Ordnung auf der Teilmenge v = J{y :<y€ V} C x. Fiir jede Teilmenge w C v gibt es ein <, € V mit
w Ny # (0 und ein kleinstes Element a € w N y bezogen auf die Wohlordnung <, auf y. Fiir jedes b
€ wmit b <, a € y gilt aber wegen der Definition von < auchb € y = b ew Ny = b = a. a ist also
kleinstes Element von w Cv und da dies fiir jede Teilmenge w C v gilt, ist <y eine Wohlordnung auf v
und offensichtlich eine obere Schranke von V. Nach dem Lemma von Zorn hat W also ein maximales
Element <y auf der Teilmenge yo C x bezogen auf die Ordnung <. Falls ein z € x\yq existiert, ist
durch < := <y U {(¢;2): ¢ € yo U {z}} auf yo U {z} eine Wohlordnung definiert mit <,y < <. Wegen
der Maximalitédt von <yq beziiglich < folgt <,o = <. Damit folgt yo = x und <q ist die gesuchte
Wohlordnung.

5 = 1: Nach Voraussetzung existiert fiir jedes nicht leere x € U eine Wohlordnung und beziiglich
dieser das eindeutig bestimmte kleinste Element xo € x. Mit ¢(x) := x¢ erhédlt man die gesuchte
Auswahlfunktion.

15 Kardinalzahlen

15.1 Satz: Jede Menge 148t sich bijektiv auf eine Ordinalzahl abbilden.
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Beweis: Wie im Beweis von 14.2.2 konstruieren wir mittels transfiniter Rekursion 11.10 und des
Auswahlaxioms IX eine Funktion f: & — x, die fiir jede Ordinalzahl ein Element von x auswéhlt,
welches von den vorangegangenen Ordinalzahlen noch nicht belegt wurde: Fiir alle h: v — x und
definieren wir die Rekursionsregel g(h) := c(x\h[Dy]) mit der Auswahlfunktion caus 14.2.1. Damit
erhilt man f(u) = g(flu) = c(x\f[u]) € x\f[u] fiir jede Ordinalzahl u und D¢ € w oder Dy = . Wegen
Dy ¢ Dy ist U = {(Dy) = g(f) = c¢(x\f[Ds]). Nach dem Auswahlaxion IX folgt x\f[D¢] = 0 < x = {[Dy].
f ist bijektiv, denn nach 11.3 gilt fiir zwei Ordinalzahlen v ¢ u auch v € u = f(v) € f[u] und f(u) €
x\flu] = f(v) # f(u). Dann ist f~!: x — & wieder eine Funktion und nach dem Ersetzungsaxion V ist
Dy = f~![x] eine Menge und insbesondere D¢ € .

15.2 Definitionen: Kardinalzahlen dienen zum Vergleich der Machtigkeiten von Klassen. Zwei
Klassen x und y sind gleichmichtig, wenn es eine Bijektion f: x — y gibt. Die Gleichméchtigkeit
ist nach Satz 15.1 eine Aquivalenzrelation auf der Klasse U aller Mengen und insbesondere auf der
Klasse « aller Ordinalzahlen. Das kleinste Element einer Aquivalenzklasse gleichméchtiger Ordi-
nalzahlen heifit Kardinalzahl. Die Klasse C C o der Kardinalzahlen wird durch Inklusion wieder
wohlgeordnet und fiir jede Menge x € U existiert die eindeutig bestimmte gleichméchtige Kardinal-
zahl |x| € C, die auch Méchtigkeit von x genannt wird. Fiir die Zahlbereiche aus Abschnitt 13 gilt
z.B. |N| = |Z| = |Q|, da sich alle drei Zahlbereiche bijektiv aufeinander abbilden lassen.

15.3 Satz: x Cy = [x]| C |y|.

Beweis: Fur die Bijektion f: y — |y| ist das Bild f[x] C |y| € & wohlgeordnet und nach Satz 10.7 ist
f[x] isoton zu |y| oder einem Schnitt von |y| oder umgekehrt. Da |y| die kleinste zu y gleichméchtige
Ordinalzahl ist und jeder Schnitt von |y| eine kleinere Ordinalzahl als |y| darstellt, ist der Satz in den
ersten beiden Fillen bewiesen. Im dritten Fall ist |y| isoton und damit gleichméchtig zu einem Schnitt
von f[x] C |y|. Dieser Schnitt wére eine Ordinalzahl, die echt kleiner ist als |y| im Widerspruch zur
Minimaleigenschaft von |y|. Damit ist der dritte Fall ausgeschlossen.

15.4 Satz von Schroeder-Bernstein: Zwei Mengen x und y sind gleichméchtig, wenn x gleichmach-
tig ist zu einer Teilmenge v C y und y gleichméchtig zu einer Teilmenge u C x.

Beweis: Mit Satz 15.3 gilt |x| = |v| C |y| = |u| C |x].

15.5 Satz: Ist f: x — y injektiv, so folgt |x| C |y].

Beweis: Da f: x — f[x] C y bijektiv ist, folgt aus Satz 15.3 |x| = |f[x]| C |y].
15.6. Satz: Ist die Funktion f eine Menge, so gilt |f[x]| C |x].

Beweis: Mit dem Auswahlaxiom IX definiert man eine Funktion g: f[x] — x mit g(y) := c({u: f(u) =
y}), die zu jedem Bild y € f{[x] eines der moglichen Urbilder u mit y = f(u) auswéhlt. Da g injektiv
ist, ist f[x] gleichméchtig zu einer Teilmenge von x und mit Satz 15.3 folgt die Behauptung.

15.7 Satz von Cantor: Fir jede Menge x gilt |x| & [2¥|

Beweis: Aus der Injektion f: x — P(x) mit f(u) := {u} folgt mit Satz 15.3 |x| C |2¥|. Im Fall von |x|
= |2%| gébe es eine Bijektion g: x — 2* und ein u € x mit g(u) = {v € x: v ¢ g(v)} € 2%, welche auf
den Widerspruch u € g(u) < u ¢ g(u) fiihrt.

Der folgende Satz beschreibt die Aufldsung der Cantor-Antinomie 3.3 im NBG-System.
15.8 Satz: C ist keine Menge.

Beweis: Angenommen, C ist eine Menge, so gilt dies nach dem groflen Vereinigungsaxiom VI auch
fiir YC und nach dem Potenzmengenaxiom IIT fiir 9UC. Nach Satz 15.1 folgt |2UC| eC= \2UC| C
UC und nach Satz 15.3 erhélt man |2UC| C |UC| im Widerspruch zum Satz von Cantor.

15.9 Satz: Fiur x,y € o gilt [x + 1| = |y + 1] = [x| = |y|-

Beweis: Aus der Bijektion f: x + 1 — y + 1 erhélt man mit g = f\{(x;f(x)); (71 (y);y)} U {(x;y)}
eine Bijektion g: x — y.
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16 Endliche Mengen

16.1 Satz: N C C.

Beweis: Sei x die kleinste natiirliche Zahl, die keine Kardinalzahl und damit gleichméchtig zu einer
kleineren natiirlichen Zahl y ist. Nach Satz 15.9 ist dann aber auch ihr Vorgénger x — 1 gleichméchtig
zuy — 1 im Widerspruch zur Annahme. Es kann also keine solche natiirliche Zahl geben, d.h. jede
natiirliche Zahl ist eine Kardinalzahl.

16.2 Satz: N € C

Beweis: Angenommen, die Ordinalzahl N ist keine Kardinalzahl und damit gleichméchtig zu einer
kleineren Ordinalzahl x € N. Mit 12.2.1 folgt x C x + 1 C N und nach Satz 15.3 gilt |x| C |x + 1| C
IN| = x| = |[x|] = |x + 1] im Widerspruch zu Satz 16.1.

16.3 Definition: Eine Menge x heifit endlich, wenn sie gleichméchtig zu einer natiirlichen Zahl ist.

Eine nicht endliche Menge heiffit unendlich.

16.4 Satz: Eine Menge ist genau dann endlich, wenn sie eine Ordnung besitzt, beziiglich derer jede
Teilmenge ein grofites und ein kleinstes Element hat.

Beweis:

= Ist die Menge x endlich, so gibt es eine Bijektion f: x — |x| € N und mit u < v < f(u) C f(v) fir
u,v € x ist eine Ordnung mit den gewiinschten Eigenschaften definiert.

<: Besitzt die Menge x eine Wohlordnung, so gibt es nach Satz 10.7 eine streng monotone Funktion
f: x = . Da alle Teilmengen von x ein gréfites Element besitzen und f streng monoton, gilt dies auch
fir f[x] und damit folgt f[x] € N.

16.5. Satz: Fiir zwei endliche Mengen x und y ist auch die Vereinigung x U y endlich.

Beweis: Nach Satz 16.4 besitzen x und y Ordnungen < und =, beziiglich derer jede Teilmenge
ein grofites und ein kleinstes Element hat. Die gewiinschte Ordnung auf x U y erhédlt man dann
folgendermaflen:

u,vexAu<ly
usve i, veEyAu=xv
ueExAvey

16.6 Satz: Wenn x und jedes Element von x endlich sind, ist auch [Jx endlich.

Beweis: Sei y C N die Menge der natiirlichen Zahlen u, fiir die gilt: Wenn |x| = u und jedes Element
von x endlich ist, so ist auch |Jx endlich. Wir zeigen mit finiter Induktion 12.2.5, dass y = N:
Induktionsstart: () € y ist offensichtlich. Induktionsschritt: Sei u € y und |x| =u+ 1 =u U {u}
mit der Bijektion f: u U {u} — x und jedes Element von x sei endlich. Da [f[u]| = u, ist f[u] endlich
und da auflerdem jedes Element von f[u] endlich, ist nach Induktionsvoraussetzung auch (Jf[u] endlich.
Nach Satz 16.5 ist dann auch Ux = Uf[u U {u}] = U(f[u] U f(u)) = Uf[u] U Uf(n) = Uf[u] U f(Uu) =
Uf[u] U flu] endlich.

16.7 Satz: Fiir zwei endliche Mengen x und y ist auch ihr Produkt x x y endlich.
Beweis: Mit Satz 16.6, denn x x y = J{{u}x y: u € x}.
16.8 Satz: Fiir eine endliche Menge x ist auch ihre Potenzmenge 2* endlich.

Beweis: Mit finiter Induktion 12.2.5: Induktionsstart: Der Satz gilt offensichtlich fiir § = 2.
Induktionsschritt: Der Satz gelte fir alle x mit |x| = u € N und es sei y gegeben mit der Bijektion
f: u U {u} — y. Dann ist 2¥ = 24 U {z U f(u): z C f[u]} nach der Induktionsvoraussetzung und Satz
16.5 wieder endlich.
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16.9 Satz: Eine Menge ist genau dann endlich, wenn sie keine gleichméchtige echte Teilmenge besitzt.
Beweis:

= Sei x eine endliche Menge und z € x\y fiir eine echte Teilmenge y ¢ x. Dann ist insbesondere x
# (0 und aus der entsprechenden Bijektion f: [x| — x erhédlt man mit g := £\ {(|x| — L;if(|x| — 1));
(f71(2);2)} U (f1(2);f(|x| — 1)) eine Bijektion g: [x] — 1 — w mit y C w & x. Aus Satz 15.3 folgt |y|
C |w| und nach Definition 15.2 ist |w| C |x| — 1. Daraus folgt |y| & |x| und damit kann eine echte
Teilmenge nicht gleichmachtig zu x sein.

<«: Sei x eine unendliche Menge und f: x — |x| bijektiv. Nach Definition 12.1 ist dann N C |x| und wegen
Satz 12.2.1 ist die Funktion g: |x| — |x|\{0} mit g(u) := {u—i— ! ftlru €N ebenfalls bijektiv.

u firue|x | \N

Mit ftogof: x — x\{f7}(P)} erhiilt man dann eine Bijektion von x auf eine echte Teilmenge von x.

17 Unendliche Mengen

17.1 Satz: Jede unendliche Ordinalzahl ist gleichméchtig zu ihren Nachfolger.

u+1 firueN
Beweis: Fiir x € o\Nist f: x + 1 — x mit f(u) := < u fiir u € x \ N wegen Satz 12.2.1 bijektiv.
0 firu=x
17.2 Satz und Definition: Mit (u;v) < (x;y)
uUv & xUy © A
4V o uUv=xUyAugx wird eine
V uUv=xUyAu=xAvCy

Wohlordnung auf o X « erklart. (siche Abbil-
dung rechts)

Beweis: Da die Ordinalzahlen durch Inklusion 3
linear geordnet werden, ist die Vereinigung x U

y gleich der groBeren der beiden Ordinalzahlen x

und y. Reflexivitat, Transitivitdt und Asymme-

trie folgen direkt aus der Definition. Ebenfalls aus
der Definition sowie aus der linearen Ordnung

s O
der Ordinalzahlen durch Inklusion folgt, dass es
sich wieder um eine lineare Ordnung handelt. Das
kleinste Element einer Teilmenge von Paaren von
O

—_ O —» O

Ordinalzahlen findet man, indem man entspre- Lo
chend der Definition zunichst die Paare sucht, A
die in der ersten Koordinate die kleinste Ordi-
nalzahl aufweisen und unter diesen dann in der

—_ O —/—» O
—_ s O —» O —/8» O

zweiten Koordinate nach der kleinsten Ordinal- G S -
zahl sucht. Es handelt sich also um eine Wohl- 0 1 2 3 ®
ordnung.

17.3 Satz: (wv) < (x5y) = (wv) € (xUy +
1)x(xUy + 1)

Beweis: (u;v) < (x5y) = uUv C xUy = w,v C
xUy = u,v € xUy + 1.

17.4 Satz von Hessenberg: Fiir alle unendlichen Mengen x gilt [xxx| = |x].

Beweis: Wir wenden das Prinzip der transfiniten Induktion an und beweisen die Aussage zunéchst
nur fiir unendliche Kardinalzahlen. Da sich die zu beweisende Aussage nicht auf alle Ordinalzahlen
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bezieht, wird nur das Beweisprinzip von Satz 11.11 iibernommen. Sei also zunéchst x € C\N. Nach
den Sétzen 9.4, 10.7 und 17.2 gibt es eine streng monotone Funktion f: xxx — y, wobei y C w ein
Schnitt in der Menge der Ordinalzahlen ist. Wir zeigen, dass fur jedes (u;v) € xxx gilt f((u;v)) € x.
Fir x = N sind u,v € N und mit den Sétzen 16.7 und 17.3 ist auch [(0;0);(u;v)[ C (uUv + 1)x (uUv
+ 1) endlich. Da f isoton und y ein Schnitt in w ist, folgt f((u;v)) = [0;f((w;v))[ = [£((0;0));£((w;v))[
= {[[(0;0); (u;v)[] € N = x. Induktionsannahme: Sei nun x € C\N die kleinste Kardinalzahl mit
|xxx| # |x| und (u;v) € xxx mit f((u;v)) ¢ x. Fiir endliche Koordinaten u und v wurde oben schon
gezeigt, dass f((u;v)) € x gelten muss. Sei also mindestens eine der Koordinaten unendlich mit [uUv]|
€ C\N. Nach Satz 17.1 gilt dann [uUv + 1| = |[uUv| € |x| und nach der Induktionsannahme folgt
|(uUV) x (uUv)| = [uUv|. Mit Satz 17.3 erhélt man dann aber wieder |f((u;v))| = |£[[(0;0); (u;Vv)[]| =
I[(@;0);(u;v)[| € [(uUv + 1) x (uUv + 1)| = |(uUv) X (uUv)| = [uUv| € |x| und da sowohl f((u;v)) als auch
x Ordinalzahlen sind, folgt f((u;v)) € x im Widerspruch zur Induktionsannahme. Fiir alle unendlichen
Kardinalzahlen x gilt also |xxx| = |x|. Fiir eine unendliche Menge sei f: x — |x| € C\N bijektiv. Dann
gilt dies auch fiir g: xxx — |x|x|x| mit g((w;v)) := (f(u);f(v)) und es folgt |xxx| = ||x|x|x|| = ||x|| =
|x]|.

17.5 Satz: Ist eine der beiden Mengen x und y unendlich, so gilt [xxy| = |xUy|
Beweis: folgt direkt aus Satz 17.4.

17.6 Satz: Haben alle Elemente einer unendlichen Menge x die gleiche Méchtigkeit wie x, so gilt |Jx]
= |x].

Beweis: Nach dem Auswahlaxiom IX wahlen wir fiir jedes y € x ein f;, aus der Menge der Bijektionen
f: y — |x|. AuBerdem sei g: x — |x| die entsprechende Bijektion fiir x selbst. Fiir z € [Jx sei u € ©
die kleinste Ordinalzahl mit z € g~*(u). Durch h(z) := (u;fy-1(,)(2)) ist dann eine Bijektion h: Jx —
|x|x|x| definiert und die Behauptung folgt aus Satz 17.5.

17.7 Satz: |Z| = |NJ.

Beweis: Nach Satz 15.3 gilt zunéchst |N| C |Z|. Nach Satz 12.4.1 ist die Addition einer festgelegten
Zahl eine streng monotone und daher bijektive Funktion. Fiir eine ganze Zahl x — y € Z mit x > y
gibt es daher eine eindeutig bestimmte Zahl z mit x = y + z und wir definieren in diesem Fall f(x —
y) := (z;0). Im Fall x <y gibt es eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl z mit y = x + z und es
sei dann f(x — y) := (0;z). Dann ist f: Z — N x N eine Injektion und nach den Sétzen 15.5 und 17.4
folgt |Z| € IN x N| = |N| und damit |Z| = |N|.

17.8 Satz: |Q| = |N|.
Beweis: Nach Satz 15.3 gilt zunéchst |N| C |Q|. Nach Satz 13.1.2 gilt fiir ganze Zahlen x’ € Z und y’ €

Z* die Beziehung x’ - (—y’) = (—x) 'y’ & :;: = ;—i in der Aquivalenzklasse einer rationale Zahl X €
Q gibt es daher immer Vertreter mit positiven Nenner und unter diesen wihlen wir alle Vertreter mit
dem kleinsten positiven Nenner x € N aus. Da die Multiplikation mit einer festgelegten natiirlichen
Zahl x nach 13.1.2 eine streng monotone und damit bijektive Funktion ist, ist der Nenner y fiir den
gewédhlten kleinsten natiirlichen Zahler x dann ebenfalls eindeutig festgelegt. Dann ist f: Q — Z x Z
mit f(’;—:) := (x;y) eine Injektion und nach den Séatzen 15.5 und 17.4 folgt |Q| C |Z x Z| = |Z| = |N|

und damit |Q| = |NJ.
17.9 Satz: |R| = [2V].

Beweis: Nach Satz 13.3 gilt R C 22 und nach den Sitzen 15.3 und 17.8 folgt |R| C |29 = |2N].
Umgekehrt ist g: 2N — [0;1] C R mit g(f) = 322, f(n) - 277! bijektiv und wieder mit Satz 15.3 folgt
2% C [R].

17.10 Satz und Defintion: Es gibt eine streng monotone Funktion N: » — C\N.

Beweis: folgt direkt aus Satz 10.7 und der Tatsache, dass einerseits jeder Schnitt in « und C\N eine
Menge ist und andererseits weder v noch C\N selbst Mengen sind.

17.11 Definitionen: Die kleinste unendliche Kardinalzahl ist Xy := N(()) = N. Mengen mit der
Maichtigkeit N heilen abzihlbar unendlich. Die néchste Kardinalzahl X; ist die kleinste iiberab-
zihlbare Ordinalzahl. Aus N € |2V folgt R; C |2V]. Die Kontinuumshypothese besagt, dass N

25



= |2V]. Die allgemeine Kontinuumshypothese beinhaltet entsprechend die Aussage R, = |2%%|.
Die Kontinuumshypothese ist ebenso wie das Auswahlaxiom unabhéngig von den iibrigen Axiomen
der Mengenlehre.
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