3.2. Prufungsaufgaben zur bedingten Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 1: Summenregel und bedingte Wahrscheinlichkeit
Eine Statistik hat folgende Ergebnisse zutage gebracht: 52 % der Bevolkerung sind weiblich. 36 % der Frauen
und 32 % der Méanner geben Rot als Lieblingsfarbe an; 16 % der Frauen und 53 % der Méanner bevorzugen Blau

und der jeweilige Rest entschied sich fir Griin.
a) Zeichne einen Ereignisbaum mit Stufe 1 = Geschlechtswahl und Stufe 2 = Farbwahl
b) Zeichne einen Ereignisbaum mit Stufe 1 = Farbwahl und Stufe 2 = Geschlechtswahl

c) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person weiblich ist und ihre Lieblingsfarbe Griin ist?

d) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person die Lieblingsfarbe Griin angibt?

e) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person weiblich ist, wenn ihre Lieblingsfarbe Grin ist?
f)  Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person die Lieblingsfarbe Griin hat, wenn sie weiblich ist?

g) Untersuche die Farbwahl und das Geschlecht einer Person auf Abhéngigkeit

Ldsung

a) Ereignishaum Q)
b) Ereignisbaum Q)
c) P(w N g)=Pw)Pyu(g)=0,52-0,48 = 24,96 % Q)
d) P(g) =P(w N g)+P(m N g)=0,2496 + 0,48-0,15 = 32,16 % Q)
&) Pyw) = 2 W09 77610 )

P(9)

f) Pu(9)=48% 1)
g) P(w)-P(g)=15,44 % + 24,96 % = P(w N g) = Geschlecht und Lieblingsfarbe beeinflussen sich Q)

Aufgabe 2: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Urnenwahl und einmaligem Ziehen
In drei Urnen befinden sich je zwanzig Kugeln; in der ersten 4 rote und 16 weil3e, in der zweiten 10 rote und 10
weille und in der dritten nur rote. Nun wird eine Urne zuféllig ausgewahlt und Kugeln mit Zurlcklegen gezogen.

a) Es wird eine rote Kugel gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste (zweite, dritte) Urne
gewahlt wurde?
b) Es werden nacheinander zwei rote Kugeln gezogen. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste
(zweite, dritte) Urne gewahlt wurde?
c) Es werden nacheinander drei rote Kugeln gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste
(zweite, dritte) Urne gewahlt wurde?
d) Es werden nacheinander drei rote Kugeln und dann eine weille gezogen. Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die erste (zweite, dritte) Urne gewahlt wurde
L6sung
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Aufgabe 3: bedingte Wahrscheinlichkeit bei TUV-Plakette und Alter
Ein Priifer beim TUV hat festgestellt, dass 10 % aller vorgefiihrten Pkw wegen schwerwiegender Mangel
fahruntiichtig sind. 60 % dieser Pkws waren alter als sieben Jahre. 20 % der vorgefiihrten Pkws bekommen die
TUV-Plakette (sind also fahrtiichtig), obwohl sie alter als sieben Jahre sind. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
bekommt ein Pkw, der alter als sieben Jahre ist, die TUV-Plakette nicht?

Ldsung
P(>7Jahre n keinTUOV) _  0,1.0,6 6

P, kein TUV) = -
7 Jahre( ) P(> 7 Jahre) 0,2+0,1-0,6 26

~23,08 % ©)

Aufgabe 4: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Meinungsumfrage und Alter

Eine Fernsehanstalt méchte die neue amerikanische Serie ,,Boston" iibernehmen. Sie befragt daher im Anschluss

an eine Pilotsendung Zuschauer: VVon den Zuschauern, die diese Sendung gesehen hatten, waren 55 % élter als

30 Jahre. 30 % von diesen und 60 % der Ubrigen fanden die Sendung gut.

a) Berechne den Anteil der Zuschauer, die eine positive Meinung von der Sendung hatten.

b) Ein Zuschauer von ,,Boston", der sich positiv dariiber geduBRert hat, wird zuféllig ausgewahlt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist er alter als 30 Jahre?

Ldsung

a) P(positiv) =0,3:0,55 + 0,6:0,45 =43,5 % @
0,3-0,55

b) Pyesiiiv(> 30 Jahre) = ——— 1

) positi ( ) 0,435 ( )

Aufgabe 5: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Trefferwahrscheinlichkeit bei zwei Schiitzen

Fritz und Franz sind auf dem SchieRstand. Sie schielen abwechselnd. Fritz ist der bessere Schiitze mit einer
Trefferquote von 80 % (Franz: 50 %). Es fallt ein Schuss: Daneben! Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Franz
geschossen?

Losung
15
-2 .
210 210

Aufgabe 6: bedingte Wahrscheinlichkeit beim zweimaligen Ziehen ohne Zuricklegen mit Reihenfolge
Eine Urne enthélt 1 rote, 4 schwarze und 5 weil3e Kugeln. Nachdem aus der Urne eine Kugel verdeckt gezogen
und beiseite gelegt wurde, wird eine schwarze Kugel gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die erste
gezogene Kugel ebenfalls schwarz?

Ldsung
4 3
P(is ~ 25) 109 12 1
Pyo(1s) = = =£ =z 2
M= ooy T 14, 43 54 3% 3 @
10 9 10 9 10 9

Aufgabe 7: Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Vierfeldertafel
Dem statistischen Jahrbuch einer Stadt ist folgende Tabelle enthommen:

70 Jahre oder alter | unter 70 Jahre alt | Summe
Manner 5000 60 000
Frauen
Summe 11 000 130 000

a) Berechne die fehlenden Angaben!

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zuféllig ausgewéhlte Person ein Mann?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zuféllig ausgewahlte Person unter 70 Jahre alt?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zuféllig ausgewdahlte Person, die 70 Jahre oder &lter ist, eine Frau?
e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zuféllig ausgewéhlte Person, die ein Mann ist, unter 70 Jahre alt?



L6sung

a)
70 Jahre oder alter | unter 70 Jahre alt | Summe
Manner 5000 55 000 60 000
Frauen 6 000 64 000 70 000
Summe 11 000 119 000 130 000
oy vy = 50000 _ 6 o o
130000 13
c) P(<70) = 119 ~0,92
130
6000
d) P=5o(F) = —— = 0,55
)PP = 000
55000 11
e) Pu(<70)== —— = — = 0,92
) Pul< 702 = 20000 ~ 12

Aufgabe 8: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Test und Krankheit
Von den 3 000 000 Einwohnern einer Grof3stadt leiden 900 an Phrenesie, ohne es zu wissen. Ein neues
Untersuchungsverfahren zur Friherkennung dieser Krankheit hat noch folgende Fehlerquellen: 4 % aller
Personen, die erkrankt sind (ohne es zu wissen), werden nicht als krank erkannt. 2 % aller untersuchten
Personen, die nicht erkrankt sind, werden als krank eingestuft.
a) Zeichne ein Baumdiagramm und eine Vierfeldertafel!
b) Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Untersuchung

- eine als krank eingestufte Person die Krankheit nicht hat

- eine als gesund eingestufte Person die Krankheit doch hat?

Ldsung
a)
krank | gesund Summe
Test positiv | 864 59 982 60 846
Testnegativ | 36 | 2939118 | 2939 154
Summe 900 | 2999 100 | 3000000
b) Ppositiv(gesund) = % ~ 98,58 % und Ppegaiv(krank) = % ~ 0,012 %

Aufgabe 9: bedingte Wahrscheinlichkeit beim zweimaligen Ziehen ohne Zurtcklegen

Eine Urne enthdlt 3 schwarze und 7 weile Kugeln. Ohne Zurlicklegen werden zwei Kugeln nacheinander

gezogen.

a) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass beide Kugeln schwarz sind.

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zweite Kugel schwarz ist, wenn bekannt ist, dass die erste
auch schwarz war.

Ldsung
3 2 1
a) PAsNn2s)= —-— = — 1
) P( ) 09 15 1)
1
PAsn2s) 15 _ 2
b) Pi(2s) = ———= == = — 1
) Pis(2s) PEs) 39 1)
10

Aufgabe 10: bedingte Wahrscheinlichkeit beim zweimaligen Ziehen ohne Zurtcklegen

In einer Urne befinden sich 12 Kugeln: 2 weil3e, 4 rote, 1 gelbe und 5 blaue. Es werden nacheinander zwei
Kugeln gezogen und nicht wieder zurlickgelegt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zweite
Kugel rot ist, wenn die erste Kugel nicht blau war?



L6sung
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Aufgabe 11: bedingte Wahrscheinlichkeit beim zweimaligen Ziehen ohne Zurtcklegen

Aus einem Skatspiel werden nacheinander 2 Karten gezogen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die zweite Karte ein Bube?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die zweite Karte ein Bube, wenn die erste Karte ein As war?

Ldsung

28 4 4 3
a) P2h)= — — + — — 1
)()3231 32 31 @)

@ | =

4 4
0) Pu(an) = PLSOZD) - 3231 - @

32

Aufgabe 12: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Test und Krankheit
Von einer Krankheit weill man, dass etwa 3 von 10000 Personen sie haben, ohne es zu wissen. Ein neues
Untersuchungsverfahren zur Friherkennung dieser Krankheit hat noch folgende Fehlerquellen: 4°% aller
Personen, die erkrankt sind (ohne es zu wissen), werden nicht als krank erkannt. 2 % aller untersuchten
Personen, die nicht erkrankt sind, werden als krank eingestuft.
a) Zeichne ein Baumdiagramm und eine Vierfeldertafel.
b) Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Untersuchung

eine als krank eingestufte Person die Krankheit nicht hat,

eine als gesund eingestufte Person die Krankheit hat?

Ldsung
9997 2
- _ P(positivkrank) _ 10000 100 N .
a) Pposiiv(Krank) = P (positiv) =3 % 0987 2 ~ 98,58 % )
10000 100 10000 100
3 4
' _ P(negativ ~krank) _ 10000 100 N .
b) Pregaiv(krank) = Pega)  © 3 4 9097 ~0,00125 % @)

10000 100 10000 100

Aufgabe 13: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Test und Krankheit

Das Untersuchungsverfahren zur Diagnose einer bestimmten Krankheit hat noch folgende Fehlerquellen: 1 %

der kranken Personen werden als gesund eingestuft, 2 % der gesunden Personen werden als krank eingestuft. Die

Wahrscheinlichkeit, dass eine Person an dieser Krankheit leidet, sei p.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Person krank, wenn sie als gesund eingestuft wurde?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt das Untersuchungsverfahren die Krankheit richtig an?

c) Wie groR ist p, wenn die Wahrscheinlichkeit 0,0007 ist, dass eine vom Diagnoseverfahren als gesund
eingestufte Person krank ist?

Ldsung

D 1

P(negativ M krank 100
2) Pregun(krank) = FnegatvAkrank) _ 1oo _ P -
P(regativ) gy 98 ) 1~ 98-97p
100 100
99 98 _ p+98
b) P(positiv N krank) + P(negativ N nicht krank _— ° - 2
) P(p ) + P(neg nic ank) = p- 100 +(1- )100 0 @)
p

c) 0,0007 = S pr64% .
) 98-97p " €



Aufgabe 14: bedingte und totale Wahrscheinlichkeit bei Test und Krankheit
Aufgrund von statistischen Erhebungen weils man Uber eine bestimmte Krankheit folgendes: Die Krankheit tritt

mit einer Wahrscheinlichkeit von % in der Bevolkerung auf. Der Test zur Diagnose dieser Krankheit zeigt mit

einer Wahrscheinlichkeit von 0,97 die Krankheit an, wenn man tatsdchlich krank ist. Ist man nicht krank, so
zeigt dies der Test mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,95 an.

a) Fertige eine Vierfeldertafel an.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist jemand tatséchlich krank, bei dem der Test die Krankheit anzeigt?

Ldsung
a)
Test positiv Test negativ gesamt
Person krank Sl ~ 0,65 % 3.1 =0,02% 1 ~ 0,67 %
100 150 100 150 150
Person gesund i@ ~4,97 % ﬂﬁ = 94,37 % @ ~99,33 %
100 150 100 150 150
gesamt 5,61 % 94,39 % 100 %
97 1
b) Pposiav(krank) = 100 150 ~ 11,52 % @)

97 1,5 14
100 150 100 150

Aufgabe 15: bedingte und totale Wahrscheinlichkeit bei Geschlecht und Krankheit

51 % einer bestimmten Population sind Frauen. An einer bestimmten Krankheit leiden 2 % der Frauen und 7 %
der Ménner.

a) Eine Person wurde zuféllig ausgewdhlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat sie diese Krankheit?

b) Eine zuféllig ausgewahlte Person leidet an dieser Krankheit. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es eine

Frau?
Ldsung
a)
krank gesund | gesamt
ménnlich | 0,49-0,07 | 0,49-0,93 | 0,49
weiblich | 0,51-0,02 | 0,51-0,98 | 0,51
gesamt 0,0445 0,955 100 %
= P(krank) = 4,45 % 2
b) Pram(weiblich) = P(krank nweiblich) _ 0,51-0,02 ~22.92 % 2
P(krank) 0,0445

Aufgabe 16: bedingte und bei Rauchverhalten und Lungenkrebs

Fur eine bestimmte Population gilt: 40 % aller Menschen aus dieser Population sind Raucher. 0,2 % der
Population ist an Lungenkrebs erkrankt. 90 % aller an Lungenkrebs erkrankten Menschen sind Raucher.
Berechne und vergleiche die Krebsrisiken (= -Wahrscheinlichkeiten) fiir Raucher und Nichtraucher.

Ldsung
krank gesund gesamt
Raucher 0,9-0,02=0,018 | 0,4 —0,9:0,02=0,382 0,4
Nichtraucher | 0,1:0,02 =0,002 | 0,6 —0,1-0,02 = 0,598 0,6
gesamt 0,02 0,98 1
P(Nichtraucher nkrank) _ 0,002
Pni krank) = = ~ 0,03 % 2
Nlchtraucher( ) P(Nichtraucher) 0,6 o ( )
P(Raucher nkrank) _ 0,018
P krank) = = ~ 0,45 % 2
Raucher( ) P(Raucher) 074 o ( )
Praucher(krank) = 15-Pyichiraucher(Krank) = Raucher haben ein 15-facher erhéhtes Krebsrisiko. Q)



Aufgabe 17: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Geburten

Frau Muller hat zwei Kinder und die Wahrscheinlichkeit einer Jungengeburt ist 0,5.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass es zwei Jungen sind?

b) Ein Kind ist ein Junge. Wie grof ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Jungen sind?

c) Der Junge ist das &ltere der beiden Kinder. Wie groB ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder
Jungen sind?

Ldsung
11 1
P(1J,2))= == ==
2 P ) 2 2 4
b) p= P(1J,2J) _ 1
P@1J,23)+P@J,2M)+P(IM,2J) 3
P(1J,2] 1
) p= o )

T P@1,2])+P@W,2M) 2

Aufgabe 12: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Wahlerbefragung

Bei einer Meinungsumfrage wurden die Wahler eines bestimmten Wabhllokals nach der Stimmabgabe befragt, ob
sie fur die R-Partei gestimmt hatten. Dabei gaben 3 % an, sie gewahlt zu haben, 97 % nannten andere Parteien.
Nach Auszdhlung der Stimmen ergab sich in diesem Wahllokal ein Stimmenanteil von 8 % fiir die R-Partei. Wir
gehen davon aus, dass die Wahler, die sich nach der Wahl zur R-Partei bekannten, diese auch wirklich gewahlt
haben.

a) Wie viel Prozent der Befragten haben gelogen?

b) Wie viel Prozent der Wahler der R-Partei haben gelogen?

Ldsung
a) Insgesamt haben mindestens 8 % — 3 % =5 % gelogen.
b) 5von 8 Wéhlern der R-Partei = 62,5 % haben gelogen.

Aufgabe 13: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Qualitatskontrolle

Die Spulmaschine in einer Getrankefirma spult nur 98 % der Flaschen sauber. Daher werden die Flaschen nach
dem Spilen kontrolliert. Die Kontrollmaschine zeigt jedoch nur 90 % der sauberen Flaschen als sauber an. 5 %
der noch verschmutzten Flaschen werden als sauber eingestuft.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine Flasche die sauber ist, als verschmutzt eingestuft?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine Flasche als sauber eingestuft?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Flasche, die als sauber eingestuft worden ist, tatsachlich sauber?

Ldsung
a) Pguper(aussortiert) = 10 % (1)
b) P(sauber)=0,02-0,05 + 0,99-0,9 = 88,3 % 2
P(nicht aussortiert msauber) 0,98-0,9
€) Pricht aussortie(SaUbET) = . . = — ~ 99,89 % 2
) Prinesusorter ) P(nicht aussortiert) 0,02-0,05+0,98-0,9 ’ @

Aufgabe 14: bedingte Wahrscheinlichkeit bei Ausschuss auf zwei Maschinen

Ein Ersatzteil wird auf zwei Maschinen gefertigt: Maschine | liefert pro Tag 2000, Maschine 11 5000 Stlick. Bei
Maschine I gibt es erfahrungsgeméaR 3,5 %, bei Maschine Il 1,5 % Ausschuss. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
stammt ein defektes Teil von Maschine 1?

7 1

g-0,035+§~0,015
7 7

P(defekt ~ Maschine ) _

Paetec(Maschine 1) = p(defekt)

~ 483 % @)

Aufgabe 15: Fiinfmal Ziehen mit Zuricklegen bei Qualitatskontrolle

Ein Haushaltwarengeschaft prift eine Sendung von 500 Tellern nach folgendem Verfahren: 5 Teller werden der
Sendung zuféllig entnommen und gepriift; die Lieferung wird abgelehnt, wenn mindestens einer dieser 5 Teller
nicht einwandfrei ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine Sendung akzeptiert, wenn 80 % der Teller
fehlerfrei sind?



L6sung

5 mal Ziehen ohne Zuriicklegen aus 100 defekten und 400 einwandfreien Tellern:

= P(5 mal einwandfrei) = 400-399-398.397.396 32,6 % (4)
500-499-498-497 - 496




