3.2. Prifungsaufgaben zu Zufallsvariablen

Aufgabe 1: Erwartungswert (2)
An einer StraRenkreuzung soll die Verkehrsdichtmegsen werden. Dazu wird hundertmal die Zahl k der
Fahrzeuge bestimmt, die innerhalb eines 20-Sekuhdervalls H, vorbeifahren:

k 10 |1 |2]3] 4 5 6 >4
He| 12| 28| 28] 18§ 9 4 1 O

Berechne die mittlere Verkehrsdichte bezogen aufréervall von 20 Sekunden.

Ldsung
E(X) = 2 Fahrzeuge in 20 Sekunden (2)

Aufgabe 2: Erwartungswert (2)
An einer StralRenkreuzung soll die Verkehrsdichtmegsen werden. Dazu wird finfzigmal die Zahl k der
Fahrzeuge bestimmt, die innerhalb eines 10-Sekuhdervalls H, vorbeifahren:

k 1012 ] 3| 4 5 § >f
He|1]9]15] 120 77 4 2 O

Berechne die mittlere Verkehrsdichte bezogen aufréervall von 10 Sekunden.

Ldsung
E(X) = 2,7 Fahrzeuge in 10 Sekunden (2)

Aufgabe 3: Ziehen ohne Zuriicklegen mit Zufallsvaridlen (10)
Ein Kartenspiel besteht aus 32 Karten in den 4heat Kreuz, Pik, Herz und Karo. Zu jeder Farbe gt8
Karten, namlich As (11), Koénig (4), Dame (3), Bul2g, Zehn (10), Neun (0), Acht (0) und Sieben @ige in
Klammern angegebene Zahl gibt den Wert der jeveiligarte an.
a) Aus dem Kartenspiel wird eine Karte gezogen. Bareatie Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
A: Die Karte ist eine Herzkarte (1)
B: Die Karte ist eine Dame oder ein Konig. (1)
Prife, ob die Ereignisse A und B unabhéangig sihy. (
b) Ein Spieler zieht aus dem Kartenspiel drei KarteneoZuriicklegen. Bestimme die Wahrscheinlichkest de
Ereignisses
C: Mindestens zwei Karten sind Pik-Karten. (3)
c) Es werden aus dem Kartenspiel zwei Karten ohnecklefien gezogen. Die Zufallsvariable X beschreibe
die Summe der beiden Kartenwerte. Berechne dieebdmgenden Wahrscheinlichkeiten:
P(X=6)(2)
P(6< X <10) (3)

Losung
8 1
a) PA)= — == =25% 1
) P(A) 2 2 0 @
8 1
P(B)=— == =25% 1
® =373 0 @
2 1
P(ANB)= = = — =6,25% (1)
32 16
P(A)P(B) = 1_16 = P(ANB) = A und B sind voneinander unabhéngig! (1)
b) P(C) =P(genau zwei Pik ) + P(drei Pik) 1)
8 7 24 8 7 6
-3 . 4 .. (1)
32 31 30 32 31 30
~ 14,6 % 1)



c) P(X=6)=P(D,D)+P(K,B) +P(B,K) 1)
4 3 4 4 4 4

- 4+ e 4+ (0,5)
32 31 32 31 32 31
= Y 443% (0,5)
32-31
P(6< X < 10) = P(X = 6) + P(X = 7) + P(X = 8) 1)
=P(X=6) + P(K,D) + P(D,K) + P(K,K) 1)
_ 44 44 44 43 (0,5)
32.31 32 31 32 31 32 31
- 88 _s85% (0,5)
32-31

Aufgabe 4: Ziehen ohne Zurlicklegen mit Zufallsvaridlen (6)

Ein Kartenspiel besteht aus 32 Karten in den 4 ,Farben" KiRilizHerz und Karo. Zu jeder Farbe gibt es 8

Karten, namlich As (11), Kénig (4), Dame (3), Bube @hn (10), Neun (0), Acht (0) und Sieben (0). Die in

Klammern angegebene Zahl gibt den Wert der jeweiligen Karte an.

Zwei Spieler A und B ziehen abwechselnd Karten ohne Zuriicklegedeam Spiel: Der Spieler, der zuerst ein

As zieht, hat gewonnen. A beginnt.

a) Wie groR} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A nach spatefinf Ziehungen gewinnt? (3)

b) Die Zufallsvariable X gibt die Summe der Kartenwerte aus dearebgtiden Ziehungen an. Berechne P(X =
7) und P(X = 8) (3)

Ldsung o o
a) P(A+PA,AA)+PAAAAA Q)
_4 2827 4 28272625 4 O
32 32 31 30 32 31 30 29 28
~ 0,125 + 0,101 + 0,081 30,7 % (1)
b) P(X=7)=P(K, D) + P(D, K)—Zi2 :1 ~3,2% (1,5
P(X =8) = P(K, K)—ii~12% (1,5
32 31 ’

Aufgabe 5: Ziehen ohne Zurlicklegen mit Zufallsvaridlen und Spielabbruch (10)
In einer Urne sind 5 rote, 8 grine und 12 weilRe Kugeln.
a) Es werden nacheinander zwei Kugel ohne Zurucklegen gezogaimiBesdie Wahrscheinlichkeiten der
Ereignisse
A: Keine Kugel ist rot (1)
B: Beide Kugeln haben die gleiche Farbe (2)
C: Die erste Kugel ist raider die zweite Kugel ist grun. (2)
b) Es wird so lange eine Kugel gezogen und beiseite gelegtin@gote gezogen wird. Die Zufallsvariable X
beschreibt die Anzahl der dazu notwendigen Ziehungen.
Bestimme die Wahrscheinlichkeiten P(X = 1) und P(X = 2). (1
Wie groR} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man minde8temsl ziehen muss? (1)
c) Mit einem Griff werden zwei Kugeln gezogen. Bestimme die \&tiinlichkeiten der Ereignisse
D: Beide Kugeln sind griin (1)
E: Mindestens eine Kugel ist weil3. (2)

Ldsung:
- - 20 19
a) P(A)=P({,r)==2 22 ~633% 1
) P(A)=P(,r)= Y 0 1)
4.8 7 1211
P(B) =P(r,r) +P + P(w,wW +—— + —-— =30,67% 2
(B) =P(rn) + P@.g) + P( )2524 25 24 " 25 24 ’ @
P(C)=P(r,..) + P(g) - Plig) = 1+ 1o - 2.8 —4509 @
Y725 24 25 24



b) P(X=1)=P() =35 =20 % (0,5)

20 5

PX=2)=Pf,nN="-2 ~16,7 % 0,5
( )=P¢,n= Y 0 (0,5)
- 20 19 5
PX=3)=Pf,r,n="2-22.> 2138 % 0,5
X=3)=PC.r =5 23 ’ 0.5)
PX=4)=P{,r.r,n= 201918 5 _112% (0,5)
25 24 23 22
P(X>5)=1-P(<4)=1- 0,20 - 0,167 - 0,138 - 0,1:238,3 % 1)
8 7
c) P(D)=P == .1 293% 1
) P(D)=P(g.9) 25 24 0 (1)

12 11 12 13 13 12
P(E) = P(w,w) + P +Pw,w)=—-— + — ~74% 2
(E) = Plwiw) + Pl ) + P ) 25 24 25 24 25 24 @)

Aufgabe 6: Ziehen ohne Zurticklegen mit Zufallsvaridlen und Spielabbruch (20)

Eine 6. Klasse will bei einem Schulfest mit einem Gliclkdsgield fir einen sozialen Zweck einnehmen. Es

wird ein Behélter aufgestellt, der 5 rote, 3 weisse und 2 sebwkugeln enthalt. Ein Spieler zahlt einen

bestimmten Einsatz und darf dann zweimal ohne Zuriicklegererziebie folgenden Varianten werden

diskutiert:

A: Ein Spieler erhalt einen Gewinn, wenn beide Kugeln schviadz s

B: Ein Spieler erhélt einen Gewinn, wenn eine Kugel weisseimel Kugel schwarz ist.

C: Ein Spieler erhalt einen Gewinn, wenn keine Kugelstot i

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten P(A), P(B) und P(C).

b) Die Klasse beschliesst, dass es in jedem der drei Félle AdEeine Auszahlung geben soll und malt ein
Werbeplakat, auf dem steht, dass die Gewinnwahrscheinlighkéit als 35 % betragt. Stimmt das?

¢) Nach dem Einspruch des Rektorats wird das Plakat wieder alggetm@hFall C gestrichen. Der Einsatz wird
auf 3 CHF festgelegt und die Auszahlungen fir die Fallsné B sollen im Verhdltnis 3:1 stehen. Wie hoch
mussen die Auszahlungen sein, damit die Klasse nach 18@iSpait einem Gewinn von 20 CHF rechnen
kann?

d) Ladina will auf Nummer sicher gehen und sich von vornhesginviele Spiele kaufen, dass sie mit
mindestens 95 % Wahrscheinlichkeit mindestens einmal GeBvarhélt. Wie viele Spiele muss sie kaufen?

e) Remo lasst es drauf ankommen und spielt einfach so langeEdgignis B eintritt. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit hat er nach genau 4 Spielen Erfolg?

f) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er nach spatestens 4egpiafolg?

g) Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss Remo hdchstens 20 pigles?

n+1

Hinweis: x + X + X2 + ... + X' = xl—x
- X
h) Mit wie viele Spielen muss Remo im Mittel rechnen, bis eriget?
Hinweis: x + 28 + 3% + ... = — >
=
Ldsungen
a) P(A)—P(ss)—2 —i~22% Q)
" 90 45
6 _12 2
bPB—Pws+Psw——+—=—=—z13,3°/ 1
) P(B) =P(w,s) + P(s,w) 90 90 I 0 @

6 6 6 2 _ 20
= + + + =+ — +— +— == 0
P(C) = P(w,w) + P(w,s) + P(s,w) P(s,s)é(-) 90790 90" %0 222 % (1)
c) Die Werbeaussage stimmt leider nicht, denn C schliesst A il hd daher ist die
gesamte Gewinnwahrscheinlichkeit P(C) = 22,2 %! Q)
d) a und b seien die Auszahlungen fir A und B in CHF.

Wenn X die Zufallsvariable fir die Auszahlung in CHF istnagss gelten X(A) = 3b und X(B) = b. (1)
Die zu erwartende Auszahlung pro Spiel ist dann E(X) = X@) + P(B)-X(B) = éb. Q)

Mit 3,00 — 0,20 = E(X)< 2,80 :% b erhalt man X(b) = b = 14 CHF und X(A) = 52 CHF. 1)



e) Mit dem gewlnschten Ereignis,B ,mindestens einmal B in n Spielen" muss gelten

0,95<P(Q)=1-P(keinmal B) =1 {EJ = (E’j <0,05 n> In(0,05) ~ 20,93,
15 15 n (13)
15
d.h., sie muss mindestens 21 Spiele kaufen!
3
f) P(4 Spiele) = P(nicht B, nicht B, nicht B, B)(%gj 1—25: 8,68 %.
g) Wenn Y die Zufallsvariable fir die Spieldauer isgnn im Fall von A abgebrochen wird, so ist
13 2 13]2 2

P(Y:l):%, P(Y=2)=2.2 P(Y=3)=(— e

, usw.
15 15 15

) : 13 (13)
= P(hochstens 4 Spiele) =P(Y =1) + ... + P(Y = 4= 1+ —+| —
5 15 (15

3
+(i3j ~ 43,58 %
15
h) P(héchstens 20 Spiele) = P(Y =1) + ... + P(Y = 20)

13 20
2 19 1‘[) 20
= 2 [1+E’+[E’j ++(i?j j = Ei :1—(1—2) ~ 94,28 %.

15|10 15 \15

) E(Y)=1P(Y=1)+2P(Y=2)+ ...

2
2 10+ ZD1§+ Ztéisj + ..
15 15

Gl
(€3]

2 3
-1 mliz[ﬁﬁ”j +3c§£°’j i
13|15 “(15 15
13
=1._15 _-375~45piek.
13 ( 13
1-—
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