3.3. Aufgaben zur Binomialverteilung

Aufgabe 1: Ziehen mit Zurticklegen und Binomialvertélung

Ein sechsseitiger Wurfel wird zehnmal geworfen.

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeitur beim ersten Mal die 6 zu wirfeln?

b) Wie grofR ist die Wahrscheinlichkegfenau ein Maldie 6 zu wiurfeln? (,1 Treffer")

c) Wie grofl3 ist die Wahrscheinlichkegienau zwei Maldie 6 zu wirfeln? (,2 Treffer")

d) Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung fir didallsvariable X, die die Zahl der gewtrfelten Bgen
unter der 10 Wirfen angibt (,X Treffer”)

e) Wie viele Sechsen lassen sich im Mittel erwarteenmvman zehnmal wurfelt?

Aufgabe 2: Ziehen mit Zurticklegen und Binomialvertélung

Eine ideale Miinze wird zehnmal geworfen.

a) Wie groR} ist die Wahrscheinlichkeit, 3 mal ,Kopfi zverfen?

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, héchstens 3 itapf zu werfen?

c) Wie viele Male wird ,Kopf*im Mittel zu erwarten & wenn man zehnmal wirft?

Aufgabe 3: Binomialverteilung
Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

a) Buiod7) d) BioodX <6) g) Bisod2<X<6)
b) Bigod8) e) BiodX <3) h) Bood6<X<9)
C) Bi1049) f) BagodX <11) 1) BiooA6<X<8)

Aufgabe 4: Madchen und Jungen

Die Wahrscheinlichkeit fir eine Knabengeburt ist%2Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat eine Famitii 7
Kindern

a) genau 4 Jungen b) hochstens 4 Jungen?

Aufgabe 5: Nebenwirkungen

Ein Arzneimittelhersteller bietet zur Behandlungegi Tierkrankheit ein Mittel an, das normalerwelssi
héchstens 10 % der behandelten Tiere Nebenwirkumgéyen soll. Da einige Tiere erkrankt sind, belegind
Bauer Reidlin vorsorglich alle seine 200 Kuhe, 8yen deutliche Nebenwirkungen.

Wir gehen davon aus, daf die Aussage der Arzneifiitha stimmt. Wie grof3 ist dann die Wahrscheinlkeit,
dass sich dieses schlechte Resultat

a) zufallig ergibt? b) ein noch schlechteres Rasultifallig ergibt?

Aufgabe 6: Qualitatskontrolle

Ein Computerhersteller will eine neue Bestickungsrhme fur Platinen kaufen. Die Ausschul3rate soll

hoéchstens 5 % sein. Zur Kontrolle wird ein ProbElait 20 Platinen durchgefiihrt. Sind mehr als ktiRkn

fehlerhaft bestlckt, so muss die Produktion gestaopg kostenfrei nachgebessert werden.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man bei einatsdchlichen Ausschussrate von 5 % héchstens 3
fehlerhafte Platinen?

b) Wie muss die Zahl k gewdahlt werden, damit die Welhemlichkeit flir einen Produktionsstopp trotz
ausreichender Ausschussrate kleiner als 10 % ist?

Aufgabe 7: Irrfahrt | y |

Ein Kafer beginnt zur Zeit 0 im Ursprung eines Kaioatensystems | 8

eine Wanderung, bei der er in jeder Minute seingitPa um eine 7 1

Einheit nach rechts oder oben zuféllig andert. 6

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Kéfer nach Minuten : 5T P
im Punkt P(75)? o T of

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gelangt der Kéfetbdauber | —— 37
den Punkt Q(#B) zum Punkt P? | ‘ -2

c) Welche Strecke wird der Kafer im Mittel nach 12 Mien inx-  — | @ —
Richtung zuriickgelebt haben? : } , T +—

‘ w :




Aufgabe 8: de Méré-Problem

Der Chevalier de Méré befragte um 1650 in ParisMathematiker Blaise Pascal nach den Gewinnchadeen
beiden folgenden Ereignisse:

a) Beim 4-maligen Wirfeln mindestens eine Sechs

b) Beim 24-maligen Wurfeln mit jeweils 2 Wiirfeln miredens eine Doppelsechs.

Er war der Meinung, dass die Gewinnchancen gled@dns denn bei a) ist zwar die Gewinnwahrscheifkih
bei einem Einzelwurf 6 mal so klein, dafir wird déersuch aber 6 mal so oft wiederholt. Wie ist dein
Meinung?

Aufgabe 9: de Medici-Problem

Der Herzog Ferdinando de Medici fragte den Mathépetfessor Galileo Galilei um 1600 in Florenz, war
beim Werfen dreier Wirfel die Augensumme 10 oftesckeine als die Augensumme 9, obwohl man beide
Summen auf jeweils gleich viele Arten als Summe @@ Zahlen schreiben kénne. Wie ist deine Meirfung

Aufgabe 10: Lotto mit Zusatzzahl

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit fur 5 Richtige Busatzzahl. Die Zusatzzahl wird im Anschluf3 andie
6 Gewinnzahlen aus der gleichen Urne gezogen.

b) Beim Lotto mit Zusatzzahl werden insgesamt 7 Zalgerogen, von denen 6 richtig sein missen. Berechne
die Wahrscheinlichkeit fur 6 Richtige beim Lotto géis 49* und vergleiche mit a).

Aufgabe 11: Zufallsvariablen und Erwartungswert beim einmaligen Wrfeln
Ein Spieler zahlt 2 €, um an dem folgenden Spikturehmen. Wirfelt er eine gerade Augenzahl, sssmar
den Betrag der Augenzahl in € an die Bank zahleinf&lt er ein ungerade Augenzahl, so erhalt elizgspelte
der Augenzahl von der Bank als Gewinn. Die Zufattable X(e) gibt den Gewinn bzw. Verlust des Sgsel
bei der Augenzahl e an.

a) Stelle eine Wertetabelle fur X(e) auf.

b) Berechne den Erwartungswert E(X).

c) Kaorrigiere den Einsatz so, dass das Spiel fair wird

Aufgabe 12: Zufallsvariablen und Erwartungswert beim Glucksrad

Ein Spieler zahlt 1 €, um einmal an dem Glucksraghen zu dirfen. Er gewinn
den doppelten Betrag der roten Zahlen und verlien einfachen Betrag de
weilRen Zahlen in €.

a) Stelle eine Wertetabelle fur X(e) auf.

b) Berechne den Erwartungswert E(X).

c) Kaorrigiere den Einsatz so, dass das Spiel fair wird

Aufgabe 13: Zufallsvariablen und Erwartungswert beim Wirfeln

Oliver und Markus spielen mit einem regelméaRigeni&aeder (Zwdlfflachner) mit den Zahlen 1 bis 121N

eine Primzahl fallt, zahlt Oliver den Betrag dehiZam € an Markus, andernfalls bekommt er den Retar

gewdurfelten Zahl in € von Markus.

a) Ist das Spiel fair?

b) Nach ein paar Tagen verlangen Markus’ Eltern ditlégung aller Gewinnsétze auf genau 1 €. Ist ¢éd S
jetzt fair?

Aufgabe 14: Varianzen und Standardabweichung beim Widieln und beim Glicksrad

a) Berechne die Varianzen und StandardabweichungetielmeAufgaben 1 - 3.

b) Wie unterscheiden sich die Standardabweichungefalven und unfairen Spielversionen?
c) Welches der drei Spiele hat das hdchste Risiko?

Aufgabe 15: Erwartungswert und Standardabweichung ki einer Bernoulli-Kette
Eine zwolfte Klasse veranstaltet am letzten Schultas folgende Glickspiel. Gegen einen Einsatzivérdarf
jeder einmal wirfeln. Féllt eine 6, so erhélt e 8on der Bank, bei allen anderen Zahlen erhéaftiehts. Die
Schulleitung genehmigt das Spiel, aber im nachhimaelden die Eltern heulender Finftklassler etlisch
Bedenken an.
a) Zeige, dass das Spiel auch bei 5 Durchgangenl&btb
b) Berechne die Standardabweichung nach 5 Spielen.
c) Gib das Pleiterisiko in den ersten 5 Spielen faeriFlnftklassler an, der sein gesamtes Taschengel8

€ einsetzt.



Aufgabe 16: Erwartungswert und Standardabweichung ki Lebensversicherung
Die folgenden Tabelle gibt die Uberlebenswahrsdlodikeiten einer bestimmten Berufs- bzw. Risikogre@mn:

Uberlebenswahrscheinlichkgit 906 70(% 40% 20 % %107 %| 3 %
bis zum Alter 70 75 80 85 90 95 100

Eine Versicherung méchte fur diese RisikogruppemiWertrag anbieten, der dem Versicherungsnehmer vo

65. Lebensjahr an eine monatliche Rente von 10§ér&ntiert.

a) Berechne die Versicherungspramie so, dass im MitteGewinn von 10 % der Pramie fiir die Versichgrun
erzielt wird.

b) Die Versicherung legt fuir den Fall unerwarteter dglabigkeit fir jeden Versicherungsnehmer eine
Ricklage in Hohe der Standardabweichung vom zu réem@en Gewinn zurlick. Berechne die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass diese Rucklage fitere sehr langlebigen Versicherungsnehmer nicht
ausreicht (Pleiterisiko!).

Aufgabe 17: Erwartungswert und Standardabweichung ki der Binomialverteilung

Das Glucksrad aus Aufgabe 2 wird 20 mal gedrehe Pufallsvariable X gibt an, wie oft eine rote Zahl
erscheint

a) Berechnen Sie den Erwartungswernd die Standardabweichuagon X.

b) Skizzieren Sie mit Hilfe vop undc das Histogramm von X

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht X um wenigdsc von ihrem Erwartungswept ab?

d) Wie oft muss man drehen, um mit 99 %-iger Sichénnéidestens eine rote Zahl zu erreichen?

Aufgabe 18: Erwartungswert und Standardabweichung ki der Binomialverteilung

Ein idealer Wiirfel wird 200 mal geworfen. Die Zusakriable X gibt an, wie oft dabei die 6 gewirfelirde.
a) Berechnen Sie den Erwartungswernd die Standardabweichuagon X.

b) Skizzieren Sie mit Hilfe vop unde das Histogramm von X

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht X um wenigdsc von ihrem Erwartungswept ab?

d) Wie oft muss man wiirfeln, um mit 99 %-iger Sichérh@ndestens eine 6 zu werfen?



3.3. Lésungen zu den Aufgaben zur Binomialverteilung

Aufgabe 1: Ziehen mit Zurlicklegen und Binomialvertélung

k 10 k
P(X = K) = B, udk) = [1k0]-[%] [g] >

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

P(X=k) | 16,1%]| 32,3%4 29,1% 155% 54% 1,3% 0P% 06021,910°% | 8,310%

1,710 %%

= E(X) = 1,67

Aufgabe 2: Ziehen mit Zurlicklegen und Binomialvertélung

3 10-3
P(X = 3) = Bood3) = [1;][%] [%] ~11,7 %

1 3 1 10 3
P(X<3) =Bjp040) +... + Bpod3) = (1 +10+45 + 12%] [E] ~ 17,2 %
=>EX)=5
Aufgabe 3: Binomialverteilung
a) Bio47)=0,0173 d) BodX <6)=0,98941 0) Bod2<X<6)=0,83358
b) Big0d8) = 0,0532 e) BodX <3)=0,00001 h) Bod6<X<9)=0,62974
¢) Bis049) = 0,0408 f) BpodX <11)=0,40440 i) BoA6<X<8)=0,70042

Aufgabe 4: Madchen und Jungen
a) B;os{4) =28,3% b) BosdX <4)=73,93%

Aufgabe 5: Nebenwirkungen
a) Byo0{30)=0,68% b)) Bpo{X>30)=1-Bgo{X <30)=0,95%

Aufgabe 6: Qualitatskontrolle
a) BypoodX <3)=98,41%

b) 820 O,OE(X < 2) = 92,45 %= BZO o’oix > 2) S 7,55 % <10 %

Aufgabe 7: Irrfahrt
1 1

12 7 12 7
a) P(P(75)) = Bl2;0,5(7) = [7] [E] . [E] ~ 19,4 %

7 5 1 7 1 12-7
b) P(Erst Q(43) und dann P(B)) = B;.c {4)Bs. 043) = [4] [ ][—] [E] ~ 8,6 %
c) EX)=6

Aufgabe 8: de Méré-Problem

4
a) P(mindestens eine Sechs) = 1 — P(keine Sechs) %@ —~ 51,8 %

24
b) P(mindestens eine Doppelsechs) = 1 — P(keine Doppelsechs{% -=49,1%

Aufgabe 9: de Medici-Problem

P(Augensumme 9) =P(1,2,6) + P(1,3,5) + P(1,4,4) + BP+2P(2,3,4) + P(3,3,3)
3

l] 25 11,6 %

6 216

P(Augensumme 10) = P(1,3,6) + P(1,4,5) + P(2,2B2:;3,5) + P(2,4,4) + P(3,4,3)

1]3 27

=(331+23+ 1)[

—| =——==125%
6

= (33! + 33)-[ 16




Aufgabe 10: Lotto mit Zusatzzahl

A 6P(6 Richtige) = 2 330 636

a) P(5 Richtige und Zusatzzahl)
49 48 47 46 45 44 4

s
5

]_65432431_

7
b) P(6 Richtige von 7) :[6] 1.6 5438 24 36 522,35 =~ 36,8P(5 Richtige und Zusatzzahl).

Die Gewinnchance ist hier hoher als bei a), weihrnfaVersuche anstelle von 6 hat und die Niete an 7
Stellen stehen darf anstelle von 6.

Aufgabe 11: Zufallsvariablen und Erwartungswert beim einmaligen Wrfeln

e [1] 2] 3] 4] 9 6
Xe) | 0| —2| 4] -6] 8 -8

= E(X) = -0,67 € korrigierter Einsatz 1,33 €

Aufgabe 12: Zufallsvariablen und Erwartungswert beim Glucksrad

e

112 3] 4 6| 7| 8] 9 1p 13 17 13 4 |15 16 17 |18 190 |2

X@e) | -2| 3] -4] -5

5
9

-1 13 -9 -1p0 19 -12 -13 14 |27 |297)| -18] 35 -20 -21

= E(X) = -0,85 €= korrigierter Einsatz 0,15 €

Aufgabe 13: Zufallsvariablen und Erwartungswert beim Wirfeln

e 1123 4] 5 6] 1 8] 9/ 100 11 17
Xe) | 1] 2] 3] 4 5 -§ 1 -8 -9 -1p 11 -12
Xe|1]1]1]-11 -3 13 -3 -1 -1 1 -1

X = Gewinn von Markus> E(X) = -1,67 €
X' = Gewinn von Markus> E(X) =0

Aufgabe 14: Varianzen und Standardabweichung beim Widieln und beim Glicksrad
Aufgabe 1: V(X) = 30,22 €undo ~ 5,50 €

Aufgabe 2: V(X) = 281,93%undo ~ 16,79 €

Aufgabe 3: V(X) = 61,66 €undo ~ 7,85 €

Aufgabe 3: V(X)) =1€undc’ ~1 €

Aufgabe 15: Erwartungswert und Standardabweichung ki einer Bernoulli-Kette

k 0 1 2 3 4 5
X(k) 5 |1 7 11 | 17 | 23
P(k) = B;,dK) | 0,402| 0,402 0,161 0,032 0,003 0,0001

E(X) = 0, V(X) = 23,08 £undo = 4,80 £; Pleiterisiko = B,(5) = 40,2 %

Aufgabe 16: Erwartungswert bei Lebensversicherung

Da die meisten Kunden nicht genau am Ende sondgendwann im Laufe der gegebenen Finfjahresabsehnit
sterben werden, muss man fur die Berechnung desrwmartenden Auszahlungen ein mittleres Sterbedatum
willkirlich festsetzen. Hier wird einfach jeweilgedMitte der Flnfjahresabschnitte gewahlt. X seiidisgesamt
ausbezahlte Rente

tin Monaten| t<30| 31<t<90| 91<t<150| 151<t<210| 211<t<270| 271<t<330
X(®)( 30 000 90 000 150 000 210 000 270 000 330 000
P(t) 0,1 0,3 0,2 0,13 0,04 0,03

E(X)

= E(X) = 108 000 €. Da noch 10 % Gewinn abfallenlesgl misste die Pramie P :0—9 = 120 000 €

betragen.
V(X) = 4 939 200 000%6 = 70 279 €, P(X > P &) = P(X > 190 279 €) = P(t > 151 Monate) = 20 % (!)



Aufgabe 17: Erwartungswert und Standardabweichung ki der Binomialverteilung

a)
b)

c)
d)

u=7unds =2,13

Histogramm mit Maximum bei P(X = 7) = 18,4 % (Skaling der y-Achse!) und Wendepunkten bei P(X =
5)=12,7% und P(X=9)=11,6 %

P(X - ul <o) =P(5<X<9)=76,00 %

n

! < 0,01 < n > In(100) - In(270) = 3,55= mind. 4 mal

P(X X 1) X 0,99 < P(X = 0) < 0,01 [E

drehen

Aufgabe 18: Erwartungswert und Standardabweichung ki der Binomialverteilung

a)
b)

c)
d)

p=33,3 unds = 5,27
Histogramm mit Maximum bei P(X = 33) = 7,56 % (S&aing der y-Achse!) und Wendepunkten bei P(X =
29) =5,6 % und P(X =38) =4,91 %

P(IX - ul <o) = P(29< X < 38) = 65,65 %

n
P(X X 1) X 0,99< P(X = 0) < 0,01 [g] < 0,01< n > In(100) - In(1,2) = 4,42 mindestens 5 mal

wirfeln



