3.3. Verteilungsfunktion und Erwartungswert der hypergeometrischen
Verteilung

Musterbeispiel
Eine Urne enthalt N = 5 Kugeln, davon r = 3 rote.vierden n = 4 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogenudks
ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k = 2 ratieed sind.

Um auf die Zahl der mdglichen Kombinationen zu kaenirfasst man jeweils alle Ereignisse zusammergidie
gleiche Auswahl aufweisen und sich nur in der Anorty unterscheiden. Z.B. kann die Auswahl 1234!in 4
verschiedenen Anordnungen auftreten. Ebenso trét auch die Auswahl 1235, die Auswahl 1345 une jed
andere Auswahl genau 4! mal auf. Die insgesa#B2 Ereignisse lassen sich also in Ergebnisgruppen vo
jeweils 4! Ereignissen aufteilen, die in der Auslvdlbereinstimmen und sich nur in der Anordnung
unterscheiden. Damit erhalt ma%%gz = 5 verschiedene Ergebnisse bzw. KombinationerdigrzZiehung
von n = 4 Kugeln aus einer Urne mit N = 5 verscaieh Kugeln. Entsprechend gilt: Bei Ziehung von 8 =

bzw. 2 bzw. 1 Kugeln aus einer Urne mit N = 5 veisdenen Kugeln treteg%l'3 =20 bzw.%1 =10 bzw.

= 5 Kombinationen auf.

o

N
Im Musterbeispiel gibt es aIan

5
= [4] = 5 mogliche Kombinationen. Fur die Berechnung der Laplace-
Wabhrscheinlichkeit benétigt man noch die Zahl dénstigen Kombinationen. Eine Kombination ist gunstig,

wenn k = 2 der r = 3 roten KugelrEL(] =

3
2] = 3 Teilkombinationenynd n — k = 2 der N — r = 2 schwarzen

n—k
Kugeln kann mit jeder gunstigen Teilkombination dehwarzen Kugeln kombiniert werden, so dass man

N-—r 2
Kugeln ([ ] = [2] = 1 Teilkombinationen) gezogen werden. Jede gimsiieilkombination der roten
. rffN-—r 3] {2 N o "
insgesam = = 31 = 3 giinstige Kombinationen erhalt.
k] (n—k 2} (2
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit im Musterbeisgebiso

_ZahlderguinstigerErgebnisse
ZahldermdoglichenErgebnisse

P(genau 3 rote und 2 schwarze Kugeln)

2 von3rotenKugelnkombiniertmit 2 von 2schwarzerkKugeln
4von5Kugelninsgesamt




Satz Uber die hypergeometrische Verteilung
Eine Urne enthdal Kugeln, davor rote. Es werden Kugelnohne Zurlicklegen gezogen.

Die Wahrscheinlichkeit, gendurote Kugeln zu ziehen, ist dannp Hy (k) =

N

n
Anwendung Lottospiel:
Die Urne enthalt N = 49 Kugeln, von denen r = 6¢c8tilom Spieler vorher als ,richtig” gewahlt wurddbs
werden n = 6 Kugeln ohne Zurlicklegen gezogen. D&hntheinlichkeit, dal3 unter den n = 6 gezogenen
Kugeln k = 4 ,richtige” sind, ist dann

6| (49— 6 6| (43
He, 6 4o(4) = Y16-4) _W12)_ 4 500068 0,1%
6, 6, 49! - 49 - 49 =Y, 470
6 6
Anwendung Kartenspiele:

Beim Skatspiel enthalt das Spiel N = 32 Kartenudtar r = 4 der begehrten Buben. Jeder Spielerterha
(,zieht*) n = 10 Karten. Die Wahrscheinlichkeit,ssaunter den n = 10 ausgeteilten Karten k = 3 Buiath ist

dann
32— 4
10— 3 3/ |7

[4] [28]
3
Hio, 4, 3A4) = = =0,0734= 7,3%

b

Wabhrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion

Um einen Uberblick tber die WahrscheinlichkeitenX P£ k) aller moglichen Ergebnisse X = k eines

Experiments zu bekommen, tragt man

- die Wahrscheinlichkeitsfunktionyfk) = P(X =k) und

- die Verteilungsfunktion HK) =P(X<Kk)
=P(X=1)+..+P(X=K)
=&(@1) + ... +&(k)

in ein Koordinatensystem uber der ,Trefferzahl“i.a

Ist die Zufallsvariablénypergeometrischverteilt, so erhalt man

il

. - . . k] {n—k

- die Wahrscheinlichkeitsfunktion forn(K)=Hy o n(K) = N =P(X=Kk)und
B

- die Verteilungsfunktion Feon®=f n@)+ ...+ n(K) =PX<K)

Dabei sind

- die Zahl n der gezogenen Kugeln

- die Zahl r der insgesamt vorhandenen richtigegef
- die Zahl N der insgesamt vorhandenen Kugeln
festeParameter und

- die Zahl k der gezogenen richtigen Kugeln

die Variable.

Ubung: Aufgaben zu Verteilungsfunktionen Nr. 1

Die Trefferzahl mit der hdchsten WahrscheinlichKbitw. relativen Haufigkeit) ist jeweils k :t%(—) = nDl%

nip, wobei p :ﬁ die Wahrscheinlichkeit ist, betiner Ziehung eine richtige Kugel zu ziehen. Da die

Verteilungskurven symmetrisch zu diesem Maximund siiegt dort auch deErwartungswert:



Erwartungswert und Varianz der Hypergeometrischen \erteilung
Ist eine Zufallsvariable H, \ (k)-verteilt, so ist

- derErwartungswert  E(X) = np

—nN
npg——-,

- die Varianz V(X)
N-1

wobeip:ﬁ undgq=1-p.

Die Lage des Erwartungswertes lasst sich nochidketlerkennen, wenn man von gréf3eren N und n atisge

a)N=20,n=10,r=6, 8,10 und 12 Nby 200, n = 100, r = 60, 80, 100 und 120:

P(X=k) 1
0,94
0,8
0,7
0,61

Alternative Herleitung der Hypergeometrischen Verteilung

derméglichen

ri(N—r

, . : kj {n—k , ,\l
Bei der obigen Herleitung der Forme{ Hy (k) = N wurden sowohl bei der Za o
|’ N—r L . . .. .
A der glnstigen Ergebnisse im Z&hler nur die
Kombinationen gezahlt. Ereignisse, die sich nur in der Anordnunterscheiden und von der Auswahl her
gleich sind, werden durch den Ubergang zu Binomidfizienten (bzw. Teilen durch die entsprechende
Gruppengrol3e = Zahl der méglichen Anordnungen &loenbination) zu Ergebnissen zusammengefalit.
Die gleiche Formel lasst sich aber auch gewinnesnnvman auf die Zusammenfassung der Ereignisse mit
gleicher Kombination verzichtet und sowohl im Nenals auch im Zahler direkt allereignissezahlt. Die Zahl
der méglichen Ereignisseim Musterbeispiel ist dann-43-2 = 5, = 120. Die Zahl deglinstigen Ereignisse
erhalt man folgendermalRen: Es git? 3 3, = 6 Mdglichkeiten, die ersten beiden k = 2 Kugelrbeliebiger
Anordnung aus den vorhandenen r = 3 roten Kugelriehen und 4 = 2, = 2 Mdglichkeiten, die folgenden n -
k = 2 Kugeln in beliebiger Anordnung aus den voderen N — r = 2 schwarzen Kugeln zu ziehen. Insgesa
ergeben sich also2, = 62 = 12 Mdglichkeiten, die ersten beiden Kugelnuod die folgenden beiden Kugeln

schwarz zu ziehen. Ebenso viele Mdéglichkeiten hat,ndie 1. + 3. Kugel, die 1. + 4. Kugel, die 23.+Kugel,
die 2. + 4. Kugel und die 3. + 4. Kugel rot und ¢#f&/ die beiden anderen schwarz zu ziehen.

Ergebnisse im Nenner als auch bei der Zaﬁ

4
Insgesamt ergeben sich al%g 3,2, = 612 = 72 Mdoglichkeiten, zwei rote und zwei schwakaggeln in

beliebiger Anordnung zu ziehen. Die gesuchte Wédistichkeit im Musterbeispiel ist also
_ZahlderginstigerEreignisse

ZahldermdglichenEreignisse
_ 2von3rotenK. kombiniertmit 2 von 2schwarzerK. in bel.Reihenfolg
4von5Kugelnin beliebigeReihenfolg

[n]'rk'(Nr)n k

P(genau 3 rote und 2 schwarze Kugeln)

Kk

N

n



72

120
0,6.

Alternative Herleitung der hypergeometrische Vertelung
Eine Urne enthalN Kugeln, davorr rote. Es werden Kugelnohne Zurticklegen gezogen. Di
Wabhrscheinlichkeit, gendurote Kugeln zu ziehen, ist dann

[E] N (N—=1)p

H1,r,N(k) = N
) (nnk!)H(!~r~..-(rk+1)~ (N— 1) (N 1— et ke 1)
- N-...(N-n+t1)
r...(r—k+1) (N=r).:(N-—r—n+ k+ 1)
_ k! ' (n—k)!
N...(N_nt1)
n!




