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4.2. Quadratische Funktionen

arabelgleichung

g f(x) = ax? + bx + c mita € R* und b,c € R heiRt quadratische Funktion oder
ades. Ihr Schaubild ist eine Parabel. Die Funktionsgleichung in der Darstellung
Uform der Parabelgleichung.

4.2.1 Streckung und Stauchung von Parabeln

Beispiele: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 1
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| Stauchung und Streckung von Schaubildern

a>1 Streckun
Multiplikation mit positiven bewirkt g
a<l Stauchung

Multiplikation mit negativen a bewirkt eine Offnung der Parabel nach unten.

} in y-Richtung der nach oben getffneten Parabel.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 2

4.2.2 Verschiebung von Parabeln

Beispiele: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 3
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Verschiebung in y-Richtung

Man verschiebt das Schaubild um +y, in y-Richtung, indem man y durch y — y, ersetzt.
(In Wirklichkeit wird das Koordinatensystem um —y, in die Gegenrichtung verschoben!)
Aus y =f(x) wirdy — yo = f(X) < y = f(X) + Vo.




Beispiel:
Man verschiebt die Parabel y = —%xz um +2 nach oben, indem man y durch y — 2 ersetzt:
(In Wirklichkeit wird das Koordinatensystem um —2 nach unten verschoben!)

Aus y:—%xzwirdy—zz—%xz@y:—%xz+2.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 4

Verschiebung in x-Richtung

Man verschiebt das Schaubild y = f(x) um +x, in x-Richtung, indem man x durch x — X, ersetzt:
(In Wirklichkeit wird das Koordinatensystem um —x, in die Gegenrichtung verschoben!)

Aus y = f(x) wird y = f(x — o).

Beispiel:

Man verschiebt die Parabel y = —%xz um +3 nach rechts, indem man x durch x — 3 ersetzt:
(In Wirklichkeit wird das Koordinatensystem um —3 nach links verschoben!)

Au5y=*%xzwirdy:*% (xf3)2.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 5

4.2.3. Die Scheitelpunktform der Parabelgleichung

Verschiebung in x- und y-Richtung

Man verschiebt das Schaubild y = f(x) um +x, in x-Richtung und um + y, in y-Richtung, indem man x durch x
— Xp und y durch y — y, ersetzt:

(In Wirklichkeit wird das Koordinatensystem um —x, bzw. —yj in die Gegenrichtung verschoben!)

Ausy = f(X) wirdy — yo = f(X — x¢). © y=1(x — Xq) + Yo.

Beispiel:

Man verschiebt die Parabel y = —%xz um + 2 nach oben und +3 nach rechts, indem man y durchy —2 und x

durch x — 3 ersetzt:
(In Wirklichkeit wird das Koordinatensystem um —2 nach unten und um -3 nach links verschoben!)

Ausy:f%xzwirdy72=f% (X*3)2<:>y=*% (x—3)°+2

Scheitelpunktform der Parabelgleichung
Eine Funktionsgleichung der Gestalt y — y, = a:(X — Xo)? bzw. y = a*(x — X¢)* + Yo heifit Scheitelpunktform der
Parabelgleichung. S(xqly,) ist der Scheitelpunkt der Parabel. Der Koeffizient a heiflt auch Steigungsfaktor.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 6 - 8

4.2.4. Scheitelpunktbestimmung durch quadratische Erganzung

Beispiel: Gesucht ist der Scheitelpunkt von
y =x*—2x+5 | +1 (Quadratische Ergénzung)
y = X2—2x+1—-1+5 | 2. binomische Formel und zusammenfassen
y= (x-1" + 4

Der Scheitelpunkt ist also S(1}4)




Allgemein: Gesucht ist der Scheitelpunkt von

2
y =x2+px+q | + [g] (quadratische Erganzung)
2 2
y =x2+2 g X+ [g] - [g] +qg | 1. binomische Formel und zusammenfassen
-
2 2
y = [x+§] - [g] +q (Scheitelpunktform)
2
Der Scheitelpunkt ist also S( —% | —[g] +q).

Ubungen Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 9 a) - g)

Beispiel: Gesucht ist der Scheitelpunkt von

y = 12x° +24x + 9 | 12 ausklammern

y = 12[x* + 2x + %] | + 1 (Quadratische Erganzung)

y =12 +2x+1—-1+ %] | 1. binomische Formel und zusammenfassen
y =12[ (x+1)* - %] | Eckige Klammer auflésen

y =12(x +1)°-3
Der Scheitelpunkt ist also S(—1]|-3)

Ubungen Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 9 h) - r)

4.2.5. Nullstellenbestimmung mit der p-g-Formel

Beispiel: y
Bestimme die Nullstellen von y = x* — 6x + 7 2
L6sung: y = 0 setzen und nach x auflésen: . f(x) = (x—B)* -2
0 =x*—6x+7 | + 9 (quadrat. Ergénzung) 5
0 =x*—6x+9—9+7 | 2. binomische Formel b \ A . ;
—— ) 4 )
0= x-3° -2 |[|+2
— _\2
2= (x-3) a > | —
+ \/5 = Xip— 3 |+3 ,\/5 \/E
322 = Xy 3
Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 10
Allgemein: Bestimme die Nullstellen vony = x* + px + q
Losung: y = 0 setzen und nach x auflésen
2
0 =x2+px+q | i[%] (quadratische Ergdnzung)
2 2
0 =x2+2- (Ej X +[E] - [g] +q | binomische Formel

SR s R




DRI v

2
—B + E — = X
5 [2] q 1725

2
aber nur, wenn die Diskriminante [%] —q=>0ist !N

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 11 a) - g)

Beispiel fur die Bestimmung einer Nullstelle bei gestreckten Parabeln
Bestimme die Nullstellen von y = %xz —-2x+1

Ldsung: y = 0 setzen, Steigungsfaktor ausklammern und p-g-Formel anwenden:

0= %xz —-2x+1 | Steigungsfaktor ausklammern
1.2
O:E(X —4x+2) [-2
0 =x—4x+2 | p-g-Formel
Xip =2 %42

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 11 h) - r)

4.2.6. Nulistellenbestimmung durch Faktorisierung mit dem Satz von Vieta

Einflhrung: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 12

Satz von Vieta:
Die quadratische Funktion f(x) = x* + (U + V)X + u'v = (x + u)-(x + v) hat die Nullstellen x; = —u und x, = —v.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 13

4.2.7. Quadratische Ungleichungen

Beispiel

Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung x* — 2x — 3> 0. y 1

Losung:

Losen der entsprechenden Gleichung mit p-g-Formel oder Y

Vieta: 3¢~ 2x~ 3= (X + 1)(X~3) =0 = Xy, = 1 £ 2 b oA\ 4 1 2
Die Nullstellen der Parabel bedeuten einen 1
Vorzeichenwechsel und legen daher die Grenzen der \ /
Lésungsmenge fest.

Um zu entscheiden, ob die Ldsungsmenge innerhalb oder 2

auBerhalb dieser Grenzen liegt, betrachtet man die Offnung der N /
Parabel. 4

In diesem Fall ist sie nach oben gedffnet, so dass die gesuchten y=x"-2x-3
negativen Werte zwischen den Nullstellen liegen 5

= L=[-1;3]

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 14



Ubersicht zu quadratischen Funktionen

Produktform Satz von Vieta Norm%lform quadrat. Erganzung= Scheitelpunktfozrm
f(x) =a(x +v)(x + Vv — » f(x) =ax“ + bx + c« f(x) = a(x — xo)~ +
00 =a( l X ) Ausmultiplizieren ) l Ausmultiplizieren b =a( o Yo
Nullstellen Dehnung/Offnung a Dehnung/Offnung a
Xp=-u Achsenschnittpunkte Scheitelpunkt S(%olYo)
Xy ==V P(0|c) und P(xy,|0)
\ mit p'q-Formel
Schaubild

4.2.8. Ortskurven

Beispiel
Gegeben sei eine Schar von Parabeln durch die Gleichung: fy(x) = x* — 2tx + gﬁ mitt € R.

a) Skizziere die Schaubilder von f, fur t € {0; £1; £2} in ein gemeinsames Koordinatensystem
b) Bestimme die Koordinaten des Scheitels in Abh&ngigkeit vom Parameter t.
c) Wie lautet die Funktionsgleichung der Ortskurve, auf dem die Scheitel aller Parabeln fur beliebige t € R

liegen?
d) Bestimme t so, daB das Schaubild von f; durch den Punkt P(0|8) verlauft.
Ldsung: y
a) Skizze: 97 I
’ \ VN

1
=(x—t)?+ =t
(x=7+ 2

_—
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—

S D
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= S(t| %tz) furt € R.
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c) Die Koordinaten des Scheitelpunktes sind x =t Vi X /
undy = L 8 / i
= ¢ /
2 )( N/ L /4
Durch Einsetzen von x = t kann man t \
eliminieren und erhélt die Ortskurve y = %xz. A\Y ) )A/
3, 4 1 X
d fi(0)=8< —t'=8<t,=t— 5 4 3 2 -1 b 1 4 5
) ft(0) 2 112 \/3—) 1
Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 15
4.2.9. Bestimmung von gemeinsamen Punkten
Beispiel:
Bestimme die Schnittpunkte von f(x) = —x* + 2 und g(x) = 3x* — 4x — 6
Losung:
f(x) = g(x) |Gleichsetzen
X +2 = 3 —4x—6 | +x*-2
0 =4x"-4x-8 | Offnungsfaktor ausklammern
0 =4(*-x-2) |Nullstellenbestimmung mit p-g-Formel oder Vieta
0 =4(x—-2)(x+1)
=> X, = -1mitf(-1)=g(-1)=1und |Einsetzen der Schnittstellen x; und x,
X; = 2mitf(2)=9(2)=-2

= Schnittpunkte S;(2|-2) und S,(-1]1)

Merke: Die Bestimmung der Schnittpunkte zweier beliebiger Schaubilder f und g lasst sich durch Gleichsetzen
der Funktionsgleichungen f(x) = g(x) auf eine Nullstellenberechnung zuriickfiihren: 0 = g(x) — f(x).

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 16 5




Beispiel fur gemeinsame Punkte bei Kurvenscharen
Welche Bedingung muss fiir t gelten, damit die Gerade

gi(X) = 2x + t die Parabel f(x) = x* + 4x + 2 v2 g
a) schneidet 377

b) berihrt 3

c) passiert? ‘/ Yo
Losung: \ /"//
Gleichsetzen f(x) = gi(x) ergibt die Losungen [ «
Xip=—1% /t—1,fallst X 1, also -4 3 2 L / 1
a) 2 Schnittpunkte (Sekante) beit>1 8

b) 1 Beriihrungspunkt (Tangente) beit=1 "

c) keine Beriihrung bei t < 1. / -2
Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 17 -3

4.2.10. Bestimmung von Funktionsgleichungen

Beispiel fur drei gegebene Punkte

Bestimme die Gleichung der Parabel, die durch die Punkte P1(—1]-3), P,(—2|—24) und P3(2|24) verlauft.
Ldsung:

Durch Einsetzen der drei Punkte in die Normalform y = ax? + bx + ¢ erhalt man drei lineare Gleichungen fiir die
drei zu bestimmenden Koeffizienten a, b und ¢. Das LGS wird mit dem Diagonalverfahren gelost (siehe 1.4.4.):

Py a - b + ¢ = -3 [«4) (—4)
P2 4a - 2b + ¢ = -24 D + ) +
P3 4da + 2b + c = 24

P1 a - b + c = -3

P, 2b - 3¢ = -12 |«(-3)

P3 6b - 3¢ = 36 DA

P1 a - b + c = -3

) 2b - 3 = -12 )+ ) +
P3 6c = 72 |2 :(-6)

P1 a - b = -15 )+

Py 2b = 24 |:2

P3 c = 12

P1 a = -3

P b = 12

P3 c = 12

Losung: f(x) = —3x? + 12x + 12. Probe: durch Einsetzen der Punkte
Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 18

Beispiel fur zwei gegebene Punkte, von denen einer der Scheitelpunkt ist

Bestimme die Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt S(4|3), die auRerdem durch P(2|5) verléuft.

Losung:

Die Koordinaten des Scheitelpunktes S(4|3) setzt man direkt in die Scheitelpunktform ein f(x) = a(x — 4)* + 3.
Den Steigungsfaktor a bestimmt man anschlieBend durch Einsetzen des zweiten Punktes P(215):

f2) =5
a2-4)’+3 =5
a4+3 =5 |-3;:4
1
a = —
2

Die gesuchte Funktion ist also f(x) = % (x—4)°+3= % X2 —4x + 11

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 19 - 22 6



