4.3. Wurzel- und Betragsfunktionen

4.3.1. Die Wurzelfunktion als Umkehrfunktion

Definition: (siehe 1.4.1)
Fur positive a € R ist die Wurzel aus a definiert als dipositive Zahl Ja, deren Quadrat wieder a erg

(va ¥ =amita>0und/a > 0.

Schaubilder
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Das Wurzelziehen ist didmkehrung
des Quadrierens:
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Definition:
Die Anwendung der Umkehrfunktion'fist die Umkehrung der Anwendung von f:

f(x)
fy) =% y =f(x)
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Eindeutigkeit der Umkehrung:

x—f(x) =y
f

Zu der Funktion f:{ D — W,

-1 —
gibt es nur dann eine Umkehrfunkﬁéx{ Y= WM=X " fals es zu
Wf - Df
jedem ye W; genau einx € D; gibt mit y = f(x). Es gilt dannt(f(x) = f(y) = x fiir alle > Ds und f(f(y)) =

f(x) = y fur alle y e W;. DieseEindeutigkeit der Umkehrung ist gewahrleistet, wenn f(x) auf; @ntweder
streng monoton steigend oder streng monoton falleridt. DerDefinitionsbereich muss daher in vielen Falle
auf geeignete Bereichmeschrankt werden.

Merke:
Man erhalt
dasSchaubild von f* aus dem Schaubild von f durSpiegelungan der 1. Winkelhalbierenden und
die Funktionsgleichung von f* aus der Funktionsgleichung y = f(x) duréuflésen nach x (unter

Beachtung der Wurzeldefinition!) undertauschungvon x und y.




Beispiel zur Bestimmung der Umkehrfunktion zu einerGeraden
Bestimme die Funktionsgleichung und Definitionsbereichutakehrfunktion  zu f(x) = 3x - 4.

LOsung:
y = f(x) | Einsetzen
y=3x-4 |+ 4;:3

%y + %: X |Vertauschung von x und y
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= fix) = %x + %mit D =W; =R.
Probe: vorwarts F4(f(x)) = x und riickwarts f(f(x)) = x.

Beispiel zur Bestimmung der Umkehrfunktion zu einerParabel
Bestimme die Funktionsgleichung und Definitionsibefreler Umkehrfunktiont zu f(x) = (x - 2§ - 3

Losung:

y = f(x) |Einsetzen

y=(x-2F-3 [+3

y+3=(x-27 | mity x -3 und xx 2
Jy+3=x-2 |+2

\/m + 2 =x [Vertauschung von x und y

VX+3+2=y mit xX -3 und yx 2
Damit ergibt sichT(x) = yx +3+ 2 mit ™ = [-3; 0] und W * = [2; 0.

Probe: vorwarts F4(f(x)) = x und riickwarts f(f(x)) = x.
Ubungen: Aufgaben zu Wurzel- und Betragsfunktidirer

4.3.2. Verschiebung und Streckung der Wurzelfunktion

Verschiebung und Streckung der Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion y =/x wird

= um Xin x-Richtung verschoben, indem man x durch x ersetzt,

= um yin x-Richtung verschoben, indem man y durch y, engetzt,

= um den Faktor a in y-Richtung gestreckt, indem méra multipliziert:

Die Gleichung der verschobenen und gestrecktentiumist dann y — y= a /X — X,

Beispiel zur Bestimmung der Lage einer Wurzelfunktio

Bestimme die Definitonsmenge und die Wertemenga f(®@) = —-+Vx—-1 + 3. Beschreibe die Lage des
Schaubildes durch Angabe des ,Scheitelpunktes‘derdOffnung®.

Losung: (siehe 1.3.1 und 1.3.2)

y=-Jx-1+3<
y-3=-Jx-1
bedeutet:

um % = 1 in x-Richtung verschoben
um yp = 3 in x-Richtung verschoben
um a = -1 in y-Richtung gestreckt, d.h. an der kxgegespiegelt

= ,Scheitelpunkt* S(13) und ,Offnung* nach rechts unten
= D =[1;0] und W = ]-e0; 3]

Ubungen: Aufgaben zu Wurzel- und Betragsfunktidirer



4.3.3. Die Betragsfunktion

Definition:
Die Betragsfunktion ist definiert als

7 X, falls x=x 0
IX|=vXx* = {—x,fallsx<0

Schaubild:

Symmetrie: Die Betragsfunktion isgerade |—x| = x|

Verschiebung und Streckung deBetragsfunktion

Die Wurzelfunktion y =|x| wird

= um Xin x-Richtung verschoben, indem man x durch x ersetzt,

= um yin x-Richtung verschoben, indem man y durch y engetzt,

= um den Faktor a in y-Richtung gestreckt, indem méra multipliziert:

Die Gleichung der verschobenen und gestrecktentieumist dann y — y= a|x — x|

Beispiel zur Bestimmung der Lage einer Betragsfunkbn

Bestimme die Definitionsmenge und die Wertemengae f(®) = —|x - 1|+ 3. Beschreibe die Lage des
Schaubildes durch Angabe des ,Scheitelpunktes‘derdOffnung®.

Lésung (siehe 1.3.1und 1.32)  _________ B
o103 1 T
y-3=-x-1 T A I N o
bedeutet: I N N L
= um X =1 in x-Richtung verschoben l l l 1
= umy,=3inx-Richtung verschoben | VT L
= uma = -1 iny-Richtung gestreckt, ‘ ‘ L

d.h. an der x-Achse gespiegelt ‘ | | ‘
= ,Scheitelpunkt* S(13) und

= ,Offnung” nach unten
= D =R und W = ]-0; 3]

Ubungen: Aufgaben zu Wurzel- und Betragsfunktidvreid

4.3.4. Betragsgleichungen

Beispiel

Bestimme die Nullstellen von f(x) k + 2|- 3.
Losung:

Nullsetzen der Funktionsgleichung und Auflésen
nach x mit Hilfe eineFallunterscheidung

0 =f(x)
0=|x+2-3
3=|x+2

X X =2: 3=x+2
1=x

X < =2: 3=—x-2
-5=x

Man erhéalt zwei Nullstellen;e 1 und % = =5.
Schaubild: im Bereich —6< x < 2 und —4< y < 1 mit FuBpunkt S(-23).

Ubungen: Aufgaben zu Wurzel- und Betragsfunktidwred



4.3.5. Betragsungleichungen

Beispiel

Bestimme die Lésungsmenge der Ungleiching 2|— 3<0.
Lésung: mit Hilfe einer Fallunterscheidung:

X>=2: X+2-3X0
x<1

X< -2 -Xx-2-3%0
-X<5
X>-5

= L=[-5,1].

Ubungen: Aufgaben zu Wurzel- und Betragsfunktidirers



