4.6. Aufgaben zu rationalen Funktionen

Aufgabe 1: Rationale Funktionen

Formuliere jeweils ein Beispiel fur eine

a) ganzrationale Funktion 0. Grades

b) ganzrationale Funktion 1. Grades

c) ganzrationale Funktion 5. Grades

d) rationale Funktion mit Nennergrad 2

e) gebrochenrationale Funktion mit Zahlergrad 1

f) echt gebrochenrationale Funktion mit Zahlergrad 2

Aufgabe 2: Asymptoten und Grenzwerte
Untersuche die folgenden Funktionen auf Asymptoteth Grenzwerte:

) 109 = Q) 0= +2 0 0=2 ) 10)=log)
x—1 (X+2)

b) f(x) = Xi4 +3 e) f(x) & _14)2 -1 h) f(x) = 2* K) f(x) = log(-X)

0) fx) = —— —2 f fx) = —— o+l N f0=2 1) f(x) = log(d
x+1 (x+1)

Aufgabe 3: Nullstellen im Nenner
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitmargich, Achsenschnittpunkte, Asymptoten sowie ¥mtrenwechsel
und skizziere ihren Verlauf.

1 1 1 1
=— - b = = d) f(x) =
Q) 0= — b= )= D=

Aufgabe 4: Nullstellen im Z&hler
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitimreich, Achsenschnittpunkte, Asymptoten sowie ¥iofzenwechsel
und skizziere ihren Verlauf.
x+1 X x—4 x?
2

Q) )=, D) 109=—>—— 0 0= @ 100=3—

Aufgabe 5: Nullstellen im Zahler und im Nenner

Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitmrgich, Achsenschnittpunkte, Asymptoten, hebbarekén sowie
Vorzeichenwechsel und skizziere ihren Verlauf.

X +1 X x—1 x2 -1

b) f(x) = — 0 0= ——7—— & 9=

a) f(x) =
x3 —4x% + 4x —x24x-1 x3—1

x% -1

Aufgabe 6: Polynomdivision mit Rest
Spalte die gebrochenrationale Funktion f auf ireeiganzrationalen Hauptteil und einen echt gebroealienalen Rest:

3 2 5 4 2
x°+6x°+11x+ 6 —X>+7X"—x“+8
a) f(x) = e) f(x)= 302
x—1 X+ X“+1
x*—2x3—x?—-x+8 6x* +5x°— 7
b) f(x) = f(x) = ——M
) f(x) 2 f) f(x) 5,
2x* + 6x°3+ 2x%+ 5x 4x* +2x3 —8x°+ x— 5
c) f(x) = g) f(x) = >
4x+ 4 2x° -3
X x4+ x3-x%+x-1 4x* +2x3 —8x°+ x— 5
d) f(x) = 5 h) f(X) = 3
X“+1 X



Aufgabe 7: waagrechte Asymptoten

Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitmargich, Achsenschnittpunkte, hebbare Liicken sésyenptoten und

skizziere ihren Verlauf mit allen Asymptoten:
2x—4 4—

a) (x)= b) f(x) =

X X% +4AX+ 4
X+3 xX+1

2
) 109=" d) fpo = 2 Axt2

—4x+4 X% 4+ 4x+3

Aufgabe 8: schiefe Asymptoten
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitimreich, Achsenschnittpunkte, hebbare Liicken sésyenptoten und
skizziere ihren Verlauf mit allen Asymptoten:
2 2 2 oy 3 5y2
X b) f(x) = X +1 0) f(x):x 2x—3 d) f(x):X 2X° 4 X
x—3 X+2 2x— 2 X% 4+ 2x+1

a) ff(x)=

Aufgabe 9: N&herungskurven

Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitiereich, Achsenschnittpunkte, hebbare Licken sowie
Naherungskurven und skizziere ihren Verlauf miralAsymptoten und Néherungskurven:

x*+1 —x*+4 4_3x2-4 x* —5x? 4 4

— = X = =
b) f(x) = ©) f(x) o~ D)=

a) 109 =" -

Aufgabe 10: Funktionenscharen
Untersuche die folgenden Funktionen in Abhangigkeih t € R auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte sowie
Asymptoten und skizziere ihren Verlauf fie {-2; 0; 2}.

1 1 X2 + 2tx + t?
a) f(x) = — ©) fi(x) = — e) f(x) = +—2+
X—t X2t tx—t
X—t X+t x? —t?+1
b) ()= X d) f0)= N fpg= 21— 1=
X —2tx+t X—t

Aufgabe 11: Bestimmung von Funktionsgleichungen

Gib die Gleichung einer méglichst einfachen ratlendunktion an, deren Schaubild:

a) eine Nullstelle bei x = 1 und eine senkrechte Astyrte mit VVorzeichenwechsel bei x = 3 besitzt

b) eine Nullstelle bei x = 1 und eine senkrechte Asipte ohne Vorzeichenwechsel bei x = 3 besitzt

c) eine Nullstelle bei x = 0 und zwei senkrechte Astoten mit Vorzeichenwechsel bei x = -1 und x = ita¢

d) die x-Achse bei x = -1 und die y-Achse bei y = hir@idet sowie eine senkrechte Asymptote mit Votesigvechsel
bei x = -4 besitzt.

e) eine waagrechte Asymptote beiy = 2, eine senkeebymptote mit Vorzeichenwechsel bei x = 1 unc: éNlullstelle
bei x = -5 besitzt

f) eine schiefe Asymptote mit der Gleichung y = x antl eine senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwedbsiek = -2
besitzt

1
g) eine schiefe Asymptote mit der Gleichung y :Ex + 1, eine senkrechte Asymptote mit VVorzeichenwethei x = 1

und eine Nullstelle bei x = 3 besitzt.
h) eine Naherungskurve mit der Gleichung y*=xl und zwei senkrechte Asymptoten ohne Vorzeisehsel bei x =
-1 und x = 1 besitzt

Aufgabe 12: Symmetrie
Untersuche das Schaubild mit Hilfe des GTR auf Sgirimund belege deine Vermutung rechnerisch:

a) f(x):z(;ir:' e) fx)=(x-3f+4 i) f(x)=ﬁ+2 m) f(x)::—:;

b) f(x) = sz_l f) f(x)=x"-8x+14 i) f(x) = % n) f(x) = gz:g

c) f(x) = ;i:(( 9) f(X)=éx3+3x2+9x+7 k) f(x):—ﬁ‘Ls)hL5 0) f(XFXz:—Z((:;
d) f(x) = szjl h) (x) :ﬁ ) 109 = )ﬁ%ﬁi p) f(x) = X:%Xz;l



4.6. Loésungen zu den Aufgaben zu rationalen Funktionen

Aufgabe 1: Rationale Funktionen

o -2 x—1 x*—x+1
Beispiele: a): f(x) = 2; b) f(x) =3x - 5;¢) f —2)('5+x3;dfx:X pe) f(x) = () f(X) = ———
p ): () ) f(X) ) {3 ) f(x) 1o ) f(x) 3X_4f)() il

Aufgabe 2: Asymptoten und Grenzwerte
a) senkrechte Asymptote bei x = 1 und waagrechte Asytafei y = 0: ”T fx)=0
X—00
b) senkrechte Asymptote bei x = -4 und waagrechte Asyta bei y = 3: "T f(x) =3
X—00
c) senkrechte Asymptote bei x = -1 und waagrechte fsyta bei y = -2: ”T f(x) =-2
X—00
d) senkrechte Asymptote bei x = =2 und waagrechte psyta beiy = 2: "T fx) =2
X—00
e) senkrechte Asymptote bei x = 4 und waagrechte Asyrajbei y = —1: "T f(x) =-1
X—00
f) senkrechte Asymptote bei x = =1 und waagrechte fsyta beiy = 1: "T fx) =1
X—00
g) waagrechte Asymptote beiy = 0 nur flkx—o: lim f(x) =0
X——00
h) waagrechte Asymptote beiy = 0 nur fiex+o: lim f(x) =0
X—+00
i) waagrechte Asymptote beiy = 0 flirx £ oc: Iirl] fx)=0
X—00
j) senkrechte Asymptote beix =0
k) senkrechte Asymptote bei x =0
[) senkrechte Asymptote bei x =0
Aufgabe 3: Nullstellen im Nenner
1 1 . .
a) f(x)= —— = D =RY-1,; 2}, S,(0|-=), senkrechte A. mit VZW bei x = -1 und 2, waagtech. y =0
) f(x) x_2)(x D) {~1; 2}, S,(0| 2) g y
1 1 . .
b) f(x) =-—— = D =R\{#2}, S,(0 —), senkrechte A. mit VZW bei x = +2, waagrechteyA: 0
e 22}, 5,0 7) grechtey
1
c) fx)= ( 12)2 = D =R\{-2}, S,(0| Z)’ senkrechte Asymptote ohne VZW bei x = -2, waelgte Asymptote y = 0
X+
d fx)= 21 1 = D =R, §(0|1), waagrechte Asymptote y = 0
X+
Aufgabe 4: Nullstellen im Zahler
1
) f) = — <1 - D =R\{2}, S,(0->), S(-1/0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW bei x = +2
(x—2)(x+2) 4
waagrechte Asymptote y = 0
b) f(x)= ( X3)2 = D =R\{3}, S,(0]0) mit VZW, senkrechte Asymptote ohne VZW bei x,w@agrechte A. y =0
X J—
c) f(x)= )(2_42 = D =R, §/(0/-2) mit VZW, S(4/0) mit VZW, waagrechte Asymptote y = 0
X"+
2
d fx)= X = D =R\Y1}; S(O | 0) ohne VZW, senkrechte A. mit VZW x = 1, waagrecAty = 0

(X —1)(X* +x+1)
Aufgabe 5: Nullstellen im Zahler und im Nenner

1
a) f(x)= x4l = D =R\{#1}, S,(0|-1), hebbare Luicke L(4% ), senkrechte Asymptote mit VZW bei x = 1,
(xX—=D(x+1) 2
waagrechte Asymptote y = 0.
1
b) f(x)= ﬁ = D =RVYO0; 2}, hebbare Licke L(DZ)’ senkrechte A. ohne VZW bei x = 2, waagrechtg A.0.
X(X —
_ 1
c) fx)= _ox=1 = D =R\{1}, Sy(0| 1), hebbare Liicke L(%: ), waagrechte Asymptote y = Ol
(x® +1)(x—1) 2
d) )= — DD 5oy s,(0] 1), S(-1]0) mit VZW, hebbare Liicke L(L2), waagrechte A. y = 0
(X—1)( + x+1) T ’ ’ 3”7 ' '



Aufgabe 6: Polynomdivision mit Rest

2_
) 10= 4 718y 2 e) f(X)=—>?+8x—8+8X3L)2(le6
. x3 4 x2 41
2 f—
b) f() = X*— 4x?+ Tx— 15+ 38 f fx) = 6x + X F12X= 7
X+2 3 _2
L ixz 2 ! ! 4x—8
c) f(xX)= =x3+x*—=x+—— fx) =28 +x—-1+
) 1= 3 T 1 It 2 9) f(x) 2

— 2 —
al ! h) f(x) = dx + 2 +SX FX=5 X 5
X +1 X

Aufgabe 7: waagrechte Asymptoten
a) fix) = 2(x—2) —o_ 10

d) f(x) = x®—x%+

= D =R\{-3}, Sy(Ol—g), S.(2]0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW bei x =

+3 X+3
-3, waagrechte Asymptote y = 2
b) f(x)= _(X+—14) =-1+ il = D =R\{-1}, S/(0/4), S(4|0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW bei x =,-1
X X

waagrechte Asymptote y = -1
2
(x+2)" _ 1+ 8x
(x—2)? X? —4x+4
bei x = 2, waagrechte Asymptotey = 1
_ 1R
Q) = Y, lzxrd
(xX+D(x+3) X2 +4x+3

mit VZW bei x = -1 und x = -3, waagrechte Asymptpte 2
Aufgabe 8: schiefe Asymptoten

2

) f(x) =

= D =R\{2}, Sy(0| -1), SX(—2| 0) ohne VZW, senkrechte Asymptote ohne VZW

= D =R\Y{-1; -3}, S,(0| %), S.(1]0) ohne VZW, senkrechte Asymptoten

a) fx) = X 3 =x+3+ 9 3 = D = R\{3}, SX(O| 0) ohne VZW, senkrechte Asymptote mit VZW x = 3hisfe
X — X —
Asymptote y = x + 3.
“(x — 1
by fog = —X=DXED _ o3 L b2 Ry-2}, S,01 2 ), Sa(-1/0) und $(L]0) mit VZW, senkrechte
X+ 2 X+ 2 2
Asymptote mit VZW bei x = -2, schiefe Asymptote yx + 2
— 1 1
o fog=XHVX= L 15 L poRryay 5,013), Sa(-110) und $(3]0) mit VZW, senkrechte
2 x—1 2 2 2x-2 2

1 1
Asymptote mit VZW bei x = 1, schiefe Asymptote yE:x )

_1\2
d) f(X): M:X—4+28X—+4
(x+1) X+ 2x4+1
VZW bei x = -1, schiefe Asymptote y =x - 4
Aufgabe 9: N&herungskurven

= D = R\{-1}, S(0]0), S(1 | 0) ohne VZW, senkrechte Asymptote ohne

4
a) f(x)= x4l Lo, 1 op- R\{0}, senkrechte Asymptote mit VZW bei x = 0, Nahagskurve y Ly
4x 4 4x 4
1(x*+2)-(x*-2) _ 1 2

b) f(x) = -

2 EXZ + — = D =RY0}, S,(++/2 |0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW
X X

1
bei x = 0, Naherungskurve y :?xz

c) fx)= % = %xz -1- 3% = D =R\0}, S,(+1|0) mit VZW, senkrechte Asymptote ohne VZW bei x
= 0, Naherungskurve y =;x2 -1
d) f(x) = w = 1x2 -3+ > = D =R, Su(*1|0) und $134x1]|0) mit VZW, Naherungskurve y =
2(x? +1) 2 X% +1
%xz -3



Aufgabe 10: Funktionenscharen

a) f(x)= xi—t = D = R\{t}mit Sy(OI—%), senkrechter Asymptote mit VZW bei x = t und wadpter Asymptote y =0

t
b) f(x) =1 - ~ = D = R{0}mit S,(t|0) mit VZW, senkrechter Asymptote mit VZW bei x =ubhd waagrechter
Asymptotey = 1

1 . 1
c) fu(x) = = D =R\ \ﬁ} nur fir t> 0 und D =R fir t < 0 mit $(0|—=) nur fir t+ 0, senkrechte
R RN W 5074
Asymptoten mit VZW bei x = 4/t nur fur t> 0 und waagrechter Asymptote y = 0 fier R
d f(x) = (X+; = D = R\{t}mit Sy(OI%), S(—t|0) mit VZW, senkrechter Asymptote ohne VZW bei x =nd
X—t
waagrechter Asymptotey =0
_ 1 (x4t _1 4t _ . .
e) fu(x) = el Tx +3+ " = D = R\{t} mit Sy(0/-1), S(-t|0) ohne VZW, senkrechter Asymptote mit
X — X —
VZW bei x = t und schiefer Asymptote y%x + 3.
J— 2 J— . J— 2 J—
f g = XNE-D) (;( V' -1) :x+t+it > D:[R\{t}mitSy(Ol—%), S(vV¥2 —1 |0) ohne VZW nur fiift] >
X — X —

1, senkrechter Asymptote mit VZW bei x = t und sébi Asymptote y = x + t

Aufgabe 11: Bestimmung von Funktionsgleichungen (Bspiele)

x—1 12 2x+10
a) f(x)= e) f(x)=2+ =
) f(x) 3 ) () 1 x_1
x—1 x—1 1 x? +3x+43
b) f(x) = = ) fx)=x+1+ =
(x—3? x*>—6x+9 X+2 X+2
1 (X — _x2
¢) f(x) = X _ X Q) f)=——x+1+ 1 _ x(x=3) _ —x"+3x
xX-D(x+1) x?-1 2 x—1 2(x—1) 2x—2
6 4 2
d) f(x) = 4(x+1) _ 4x+ 4 h) ) =¥—1+ 1 _X —3x" 43X
X+4 X+4 (x% —1)° x*—2x%+1
Aufgabe 12: Symmetrie
a) f(-x) =f(x)=> Symmetrie zux=0 i) f(x+4) =1—2 + 2= Symmetrie zux =4
X
b) f(-x) = —f(x) = Symmetrie zu (4)0) ) f(x-2)= iz - 1= Symmetrie zu x = -2
X
c) f(-x) =f(x) = Symmetrie zux =0 k) f(x +2) :—Zi+1 = Symmetrie zu x = 2
X
d) f(-x)=—f(x) = Symmetrie zu (4)0) ) fx+2)= iz + 1= Symmetrie zu x = 2
X
e) f(x +3) =X+ 4= Symmetrie zu x = 3 m) f(x + 3)1 = 2. Symmetrie zu (31)
X
f) f(x+4)=x - 2= Symmetrie zux =4 n fx+H3= ZL = Symmetrie zu (1.3)
X
q) f(x-3)+2 :%x3 = Symmetrie zu<3| -2) 0) f(x +1)-2 = 2_32 = Symmetrie zu (}2)
X
h) f(x +2) =— = Symmetrie zu X = 2 p) fix+BH1l= ZX = Symmetrie zu (:].1)
2+ 2 x? -1



