4.7. Aufgaben zum beschrankten Wachstum

Aufgabe 1: Exponentielle Abnahme und beschranktes Wéastum beim radioaktiven Zerfall)

Radon-222 zerfallt mit einer Halbwertszeit von Bg&en in das sehr viel stabilere Isotop Poloniu@-@l, = 3

Mio Jahre).

a) Gib die tagliche Zerfallsrate p in % an.

b) Wie viele Polonium-Atome sind nach 1, 2, 3, 4, B, 20 und 30 Tagen aus urspringlich 1000 Radon-
Atomen gebildet worden?.

c) Stelle ein Formel auf, mit der sich die Zahl B(Brdach t Tagen gebildeten Polonium-Atome berechnen
lasst.

d) Beschreibe das Verhalten von B(t) fitxtoo und gib dieSattigungsgrenzeS an.

e) Zeige, dass der Zuwachs B(t + 1) — B(t) proportianan SattigungsmankoS — B(t) ist und berechne die
Wachstumskonstante k: B(t + 1) — B(t) £%k— B(t)].

Aufgabe 2: Beschranktes Wachstum bei einer chemiseh Reaktion

Ester sind weit verbreitete Aromastoffe, die sicis & einem Molekil Alkohol und S&ure unter Austeines
Wassermolekils bilden: Alkohol + Saure> Ester + Wasser. Leider lauft die Reaktion nicbitstandig ab,
d.h., es bleibt immer ein Rest an Alkohol und Séiimeg.

Bei der Reaktion von 1000 Alkoholmolekilen mit 1088uremolekilen wurde die Zahl B(t) der gebildeten
Estermolekile uber die Zeit t in Minuten in diéglende Tabelle eingetragen:

tin Min 1 2 3 4 5 10 15

B(t) 130 226 296 349 388 475 494

a) Trage die gegebenen Werte in ein Schaubild einb@stimme die Sattigungsgrenze S.

b) Berechne die Wachstumskonstaktaus den Tabellenwerten fir t = 1 und 2 Minuteteuder Annahme
eines beschrénkten Wachstums.

c) Berechne B(10) und B(15) mit der Formel fir besoki@s Wachstum und vergleiche mit den
Tabellenwerten. Warum ergeben sich Abweichungen?

Aufgabe 3: Beschranktes Wachstum bei Baumschaden

In einem Bestand von urspringlich 10 000 Baumerdarejedes Jahr 8 % der noch nicht geschadigten 8aum

durch den Borkenkéafer befallen.

a) Berechne die Zahl B(t) der befallenen Baume nach,t2, 3, 4, 5, 10, und 20 Jahren

b) Nach wie vielen Jahren wéren 90 % aller Baume learal

C) Zeige, dass die Zahl der kranken Baume dem Gesizbdschrankten Wachstums folgt und gib die
Sattigungsgrenze S sowie die Anderungsrate p in% a

Aufgabe 4: Berechnung von S und p bei beschrankté¥achstum einer Pilzkultur

Eine Petrischale mit einer Gesamtflache von 46 isinzur Zeit t = 0 bereits zur Hélfte mit einedzRultur

bedeckt. Fir das weitere Wachstum wurde experiatigeFormel B(t + 1) = 0,7B(t) + 10 ermittelt. Dabei ist

B(t) die nach t Tagen bedeckte Flache if.cm

a) Berechne B(t) furt=1, 2, 3, 4 und 5 Tage.

b) Zeige, dass es sich um beschranktes Wachstum hamdel gib die Sattigungsgrenze S sowie den
Anderungsfaktor k an. Bringe dazu die ermittelteiGiung auf die Form B(t + 1) — B(t) =[& — B(t)]

Aufgabe 5: Berechnung von S und p bei beschrankteékbnahme einer Bevélkerung

In einem Land mit 80 Millionen Einwohnern kommerhijich auf 1000 Einwohner 8 Geburten und 11

Todesfalle im Jahr. Die Statistik gibt ferner aasslim Durchschnitt jahrlich 50 000 Personen audesmund

200 000 Personen einwandern.

a) Berechne die Einwohnerzahl Z(t) nach t = 1, 2, 83ddhren

b) Zeige, dass es sich um beschranktes Wachstum hamdel gib die Sattigungsgrenze S sowie den
Anderungsfaktor k an.

c) Berechne die Einwohnerzahl Z(t) nach t = 10, 20 s@dahren

Aufgabe 6: Berechnung von S und p bei Tropfinfusion

Einem Patienten werden 5 mg eines Medikamentedjmmate per Tropfinfusion ins Blut geleitet. Von dien

Blut vorhandenen Menge werden jede Minute 4 % dieeNieren wieder ausgeschieden.

a) Berechne den Gehalt B(t) des Medikamentes im Biut £ 1, 2, 3 und 4 Minuten.

b) Zeige, dass es sich um beschranktes Wachstum hamdel gib die Sattigungsgrenze S sowie den
Anderungsfaktor k an.



Aufgabe 7: Beschranktes Wachstum bei Marktsattigung
In einem Land werden pro Jahr 100 000 Rasierer audtk Eine koreanische Firma bringt nach einer
dreimonatigen massiven Werbeaktion ein neues Maoaédr einem “coolen” finnischem Label auf den Mark

a)
b)

c)

Aufgabe 8: Lineares und beschranktes Wachstum im Vejleich

Aus einem Quadrat mit der Seitenlange 1 dm gehein dél rechts
angedeutete Weise neue Figuren hervor. Die im tSehritt angefligten
Quadrate sind jeweils nur ein Drittel so breit wie im (t — 1)-ten Schritt
angefiigten Quadrate.

a)
b)

c)
d)

e)

Was spricht fir die Annahme, dass die Zahl Z(t)w#gkauften Artikel nach t Monaten nach dem Gedetz
beschrankten Wachstums zunehmen wird?

Im ersten Monat werden 20 000 Stiick verkauft. Bamecdie prozentuale Anderung p in % und gib die
Sattigungsgrenze S an.

Ist es aufgrund dieser Erfahrung realistisch anaome, dass sich im ersten Halbjahr 50 000 Artikel
verkaufen lassen?

Berechne den Umfang U(t) nach n =0, 1, 2, 3 uSdhritten.

Wie grof3 ist der Zuwachs U(t + 1) — U(t) des Umfsuiigp (t + 1)-ten
Schritt? Um welche Wachstumsart handelt es sich?

Stelle eine Formel auf, mit der sich U(t) direksduerechnen lasst.
Berechne den Flacheninhalt A(t) der Figur nach 1,=2, 3 und 4
Schritten.

Bestimme die Sattigungsgrenze S und begriinde antiandintersten
Figur, warum A(t) beschréankt wachst.

Wie grof3 ist der Zuwachs A(t + 1) — A(t) des Umfarigh (t + 1)-ten

Schritt? =

Stelle eine Formel auf, mit der sich A(t) direksadwerechnen lasst. 4 -

Berechne A(100) und U(100) und vergleiche. Welchissage lasst sich

aus diesem Beispiel Giber den Umfang und die Flaaktiglicher Gebilde [l [l

wie z. B. des Landes Baden-Wirttemberg ableiten? ]
| |




4.7. Losungen zu den Aufgaben zum beschrénkten Wachstum

Aufgabe 1: Exponentielle Abnahme und beschranktes Wéastum beim radioaktiven Zerfall

a) Die Zahl M(t) der Radon-Atome schrumpft exponefti®(t) = M(0)-(1 - 1—80)t mit M(0) = 1000 und

M(3,6) = 500 (1 - %)) = 3715—8)0 = 0,825< M(t) = 10000,828 mit p = 17,5< M(t) nimmt jeden
Tag um 17,5 % ab.

b) B(t) = 1000 - M(t)< B(0) = 0; B(1) = 175; B(2) = 319; B(3) = 438; B(4)537; B(5) = 618; B(10) = 854;
B(20) = 979; B(50) = 997

c) B(t) = 1000(1 - 0,82%

d) Firt— oo strebt B(t) gegen S = 1000

e) B(t+1)-B(t) = M(t) - M(t + 1) = 0,17B(t) = 0,175[1000 - B(t)] < k = 0,175

Aufgabe 2: Beschranktes Wachstum bei einer chemiseh Reaktion
a) Aus dem Schaubild ergibt sich die Vermutung S = 500
b) B(2) -B(1) = k[S - B(1)I1 226 — 130 = 500 - 130]< k = % ~ 0,26

c) B(t) =500(1 - 0,74) < B(10)= 475 und B(15) 494 < keine Abweichung, obwohl k ein Naherungswert
ist!

Aufgabe 3: Beschranktes Wachstum bei Baumschaden
a) Die Zahl der nach t Jahren noch nicht geschadigtemme ist M(t) = 10 000,8. Die Zahl der nach t Jahren

befallenen Baume ist B(t) = 10 000 — M(t) = 10 aD6(0,8) < B(0) = 0; B(1) = 2000; B(2) = 3600; B(3) =
4880; B(4) = 5904; B(5) = 6723; B(10) = 8926 un@®)(= 9885.

log 0,1
log0,8
c) B(t+1)-B(t)=M(t) - M(t + 1) = 0,M(t) = 0,2[10 000 - B(t)]= k=10,2

b) M(t) = 0,1M(0) =10 0000,8 = 0,110 000=> t = ~ 10,3 Jahre

Aufgabe 4: Berechnung von S und p bei beschrankt&achstum einer Pilzkultur
a) B(0) =20 cm, B(1) = 25 cm, B(2) = 28,8 cri B(3) = 31,6 crfy B(4) = 33,7 crhiund B(5) = 35,3 ch

b) B(t+ 1) - B(t) = —0,25 B(t) + 10 = 0,25[40 - B(8p S = 40 und k = 0,25> B(t) = 40 — 200,75)

Aufgabe 5: Berechnung von S und p bei beschrankte&3chrumpfung einer Bevoélkerung

a) Z(t+1)=150000 + 0,994(t) < Z(0) = 80 Mio; Z(1) = 79,91 Mio; Z(2) = 79,82 Mio(Z) = 79,7 Mio.
b) Z(t+ 1) - Z(t) = 150 000 - 0,06B(t) = 0,003[50 Mio - Z(t)] < S =50 Mio und k = 0,003

c) Z(t) =50 Mio + 0,99%30 Mio < Z(10) = 79,1 Mio, Z(20) = 78,25 Mio und Z(50) = 7580

Aufgabe 6: Berechnung von S und p bei Tropfinfusion

a) B(t+1)=5mg+ 0,96 B(t)= B(0) =5 mg; B(1) = 9,8 mg; B(2) = 14,41 mg; B(3).&8,83 mg und B(4) =
23,08 mg.

b) B(t+ 1) - B(t) =5 mg - 0,08(t) = 0,04[125 mg - B(t)]< S =125 mg und k = 0,04
Aufgabe 7: Beschranktes Wachstum bei Marktsattigung

a) Die Zahlimt + 1 ten Monat neu verkauften Gerate B(t + BYt) ist vermutlich proportional zur Zahl der
potentiellen Kunden 100 000 - B(t), die im t-ten Monatmkein Gerat gekauft hatten: B(t + 1) — B(t) = k

(100 000 - B(t}= Beschréanktes Wachstum mit Sattigungsgrenze S = 100 000
b) B(1) - B(0) = k(100 000 — B(0)) mit B(1) = 20 000 und B(0) =6 k =0,2
c) B(t) =100 000(1 - 0,8 < B(6)~ 73 785 > 50 000.



Aufgabe 8: Lineares und beschranktes Wachstum im Vejleich
Alle Strecken in dm, alle Flachen in &m

a) UO)=4,U1)=6,U(2)=8,UB)=10und U(4) =12

b) U(t+ 1) - U(t) = 2 [[neares Wachstum

c) Up=2t+4

=Y

1 1 1 1 1
d) AQ)=1 A1) =1+3~133 A@Q)=1+; + o =144, A@) =1+ + 5 + - ~148und A(4) =1+

©

R T
3 9 27 8

e) Die Sattigungsgrenze ist S%, weil die im (t + 1)-ten Schritt hinzugefiigten Quadratener nur zwei

Drittel der noch Ubrigen Flache einnehmen: A(t + 1) - A(%z[g - A()]

1 2 1 t+1
— - +1- — = p—
) At+1)-At)=3 S [3]
t
3 3(1
A== -=1|=
9) A) 5" 3 [ 3]
h) U(100) = 204 und A(100¥ 1,5 < Der Umfang wéachst unbeschrankt aber die Flache ndhert sem ein

Grenzwert.



