4.7. Prifungsaufgaben zum beschrankten Wachstum

Aufgabe 1: Exponentielle Abnahme und beschranktes Weastum
In einem Raum befinden sich eine Million Radonatobwech radioaktiven Zerfall vermindert sich die Fdbr
Radonatome taglich um 3%.

a) Zeige, dass sich die Zahl der nach t Tagemeits zerfallenen Radonatome nach dem Gesetz des
beschrankten Wachstums verhélt und gib den Startdem Anderungsfaktor und die Séttigungsgrenze an.

b) Zeige, dass sich die Zahl der nach t Tagech vorhandenenRadonatome exponentiell vermindert und gib
den Startwert sowie den Anderungsfaktor an.

Losung

a) Ansatz B(t + 1) = B(t) + K[S — B(t)], wobei B(t) = Zahl der nach t Tagen hereerfallenen Radonatome.
Mit Startwert B(0) = 0, Sattigungsgrenze S < 1i6d k = 3% :1—20 = 0,03 erhalt man B(t + 1) - B(t) =
0,03]10° - B(t)].

b) Ansatz 1[S - B{)] = [S - BO)L + 1—80 ). wobei [S - B(t)] = Zahl der nach t Tagen nditbrigen

Radonatome (=Sattigungsmankd). Mit Startwert [S — B(0)] = [16- 0] = 16 und p = 3 erhalt man B(t)
= 100,97

Ansatz 2B(t+ 1) =B(t) + S -B(t)]® S-B(t+1)=S-B{t) - -B()]= (1 - KIS -B()] = (1 -
K)'* 4[S - B(0)]C= 0,97110° mit den Angaben aus a).

Aufgabe 2: Beschranktes Wachstum (6)
Ein Gebirgsbach mit einem Volumenstrom von 1000pno Tag wird durch einen Erdrutsch auf einer feath
Wiese zu einem kleinen Teich gestaut. Pro Tag clezsn 40 % des gestauten Wassers in der Wiese.

a) Zeige, dass die Entwicklung der gestauten Wassayendem Gesetz des beschrankten Wachstums folgt und
gib die Sattigungsgrenze S sowie die prozentualieAmgsrate p an (2)

b) Berechne das Teichvolumen nach 5 Tagen fir den &adls die Wiese zum Zeitpunkt des Erdrutsches
trocken war. (2)

c) Berechne das Teichvolumen nach 5 Tagen fur den HaBls sich auf der Wiese zum Zeitpunkt des
Erdrutsches durch einen Regenguss schon 160asser gesammelt hatten. (1)

d) Berechne das Teichvolumen nach 5 Tagen fur den HaBs sich auf der Wiese zum Zeitpunkt des
Erdrutsches durch einen Regenguss schon 360Wamser gesammelt hatten. (1)

Losung

a) W(t+ 1) = 0,6W(t) + 1000 = W(t) + 0,4(2500 — W(t)) mit W(t) inond t in Tagen seit Erdrutsch. (2)

b) W(0) = 0= W(t) = 2500 - 2500,4 = W(5) = 2474,4 2)

c) W(0) = 1000=> W(t) = 2500 - 1500,4 = W(5) = 2484,64 rh (2)

d) W(0) = 3000= W(t) = 2500 + 50®@,4 = W(5) = 2505,12 rh (2)

Aufgabe 3: Beschranktes Wachstum (4)

Fur die Zucht von Karpfen sind flache und gro3flgehGewasser geeignet. Da an heiRen Tagen eirdésil
Wassers verdunstet, muss laufend frisches Wassgefitut werden. Bei einem 70007 ngroRen und
durchschnittlich 80 cm tiefen Teich verdunsterearem Tag 0,5 % des Wassers.

a) Wie viel Kubikmeter Wasser miissen zum Ausgleichefiligrt werden?

b) An jedem Abend werden 30°mugefiihrt. Bestimme die Wassermenge nach 1; 210nflagen sowie auf
lange Sicht.

c) Zeige durch Rechnung, dass fur das Wasservolumennach n + 1 Tagen gilt: V(n + 1) = V(n) {8 -
V(n)). Berechne S.

Losung

a) V(0) = 7000 ri-0,8 m = 5600 rh= Ausgleich durch 0,5 % von V(0) = 0,08600 ni = 28 nt (1)

b) V(1) =5602 m, V(2) = 5609,9 M V(10) = 5619,6 rhund V(o) = S = 30 0,005 = 6000 rh 2)

c) V(n+1)=V(n)+ &S - V(n)) = V(n) + 0,00§6000-V(n)) = V(n) + 30 — 0,00¥(n) = 30 + 0,995/(n).(1)



Aufgabe 4: Beschranktes Wachstum (4)

Fur die Zucht von Karpfen sind flache und gro3flgehGewasser geeignet. Da an heiRen Tagen eirdégil

Wassers verdunstet, muss laufend frisches Wassgefishrt werden. Bei einem 80002ngroRen und

durchschnittlich 90 cm tiefen Teich verdunsterearem Tag 0,6 % des Wassers.

a) Wie viel Kubikmeter Wasser missen zum Ausgleictefiiigrt werden?

b) An jedem Abend werden 50°maugefiihrt. Bestimme die Wassermenge nach 1; 210rflagen sowie auf
lange Sicht.

c) Zeige durch Rechnung, dass fur das Wasservolumennach n + 1 Tagen gilt: V(n + 1) = V(n) {8 -
V(n)). Berechne S.

Losung

a) V(0) = 8000 n0,9 m= 7200 rh= Ausgleich durch 0,6 % von V(0) = 0,00800 =432 (1)
b) V(1) = 7206,8 M V(2) = 7213,6 M V(10) = 7266,2 rhund V(o) = S = 50 m0,006 = 8333,3th (2)
c) V(n+1)=V(n)+eS - V(n)) = V(n) + 0,00§8333,3-V(n)) = V(n) + 50 - 0,008(n) = 50 + 0,994/(n).(1)

Aufgabe 5: beschranktes Wachstum (5)

Ein See wird seit Beginn der Stallhaltezeit im Nwber (iber seine Zufliisse durch £ raine Giille pro Tag

bereichert. Durch den Abfluss wird jeden Tag 1 %ideSee vorhanden Giulle wieder abgefiihrt. Den Semm

Uber war der See gullefrei.

a) Berechne den Glillegehalt G(t) nach t =1, 2, 3diidgen. (2)

b) Formuliere die Gleichung, mit der sich G(t + 1)dmmen lasst, wenn G(t) bereits bekannt ist. (1)

c) Zeige, dass die Entwicklung des Glllegehaltes dese@ des beschrankten Wachstums folgt und gib die
Sattigungsgrenze S sowie die prozentuale Anderategpran (2)

Losung

a) G(1)=1,6(2)=1,99,G(3)=2,97 und G(4) =3,94 (2)

b) G(t+1)=0,99(t) + 1 mit G(0) =0 ()

c) G(t+1)=0,99(t) + 1< G(t+ 1) - G(t) = 0,01100 - G(t)] D)
= beschranktes Wachstum mit S = 10bund p = 1 % Q)

Aufgabe 6: Beschranktes Wachstum (5)

In einem Land mit 80 Millionen Einwohnern kommemntié&tatistik auf 1000 Einwohner 9 Geburten und 11

Todesfalle im Jahr. Die Statistik gibt ferner aasslim Durchschnitt jahrlich 20000 Personen ausermndnd

220000 Personen einwandern.

a) Berechne die Einwohnerzahl Z(t) nach t Jahren fiiLt 2, 3 und 4 (2)

b) Formuliere die Gleichung, mit der sich Z(t + 1) d&hnen lasst, wenn Z(t) bereits bekannt ist. (1)

c) Zeige, dass die Entwicklung der Einwohnerzahl desse®z des beschrankten Wachstums folgt und gib die
Sattigungsgrenze S sowie die prozentuale Anderatgpran. (2)

Losung

a) Z(0) = 80,00 Mio; Z(1) = 80,04 Mio; Z(2) = 80,07 MiZ(3) = 80,10 Mio; Z(4) = 80,15 Mio (2)

b) Z(t+ 1) =200000 + 0,99A(t) mit Z(0) = 80,00 Mio Q)

c) Z(t+1)-Z(t) =200000 - 0,002(t) = 0,002(100 Mio — Z(t)) Q)
= beschranktes Wachstum mit S = 100 Mio und p = 0,2% (2)

Aufgabe 7: Beschranktes Wachstum (5)

In einer Klinik wird einem Patienten durch eine pfiafusion ein (bis dahin im Kérper nicht vorhandsh

Medikament verabreicht. Dabei gelangt je min eitech bleibende Menge von 3 mg des Medikaments ins

Blut. Von der im Blut vorhandenen Menge werden jalike 2 % Uber die Nieren wieder ausgeschieden.

a) Berechne den Gehalt B(t) des Medikamentes im Biut £ 1, 2, 3 und 4 Minuten. (2)

b) Formuliere die Gleichung, mit der sich B(t + 1) daglinen Iasst, wenn B(t) bereits bekannt ist. (1)

c) Zeige, dass langfristig ein etwa gleich bleibenfiéedikamentenspiegel“ im Blut vorhanden sein widie
hoch liegt er? (2)

Losung

a) B(0) =3 mg; B(1) = 2,94 mg; B(2) = 5,82 mg; B(38:71 mg und B(4) = 11,53 mg (2)

b) B(t+1)=3mg+ 0,98 B(t) Q)

c) B(t+1)-B(t) =3 mg- 0,0B(t) = 0,02(150 mg — B(t)) Q)
= beschranktes Wachstum mit S = 150 mg und p = 2%. 1)



Aufgabe 8: beschrankte Abnahme (8)

Am 1. 1. 2006 wurde bei einer Bank ein Kredit inHdévzon 20 000 € aufgenommen zu einen Jahreszingsatz
8 % auf die im Laufe des jeweiligen Jahres nochidbeside Restschuld. Es wurde vereinbart, dasslgeauei
Jahresende 2 000 € fur die zu zahlenden Zinserfiundie Abzahlung des Kredits (Tilgung) an die Bank
Uberweisen sind.

a) Berechne schrittweise, welche Restschuld am 1008 2och bestand.

b) Welcher Anteil (in Prozent) des bis dahin an di@lBaberwiesenen Geldes waren Zinsen?

Losung

a) B(0)=20000am1.1.2004 und B(t + 1) = 1B(8 - 2000 fiir die folgenden Jahre

(= B(t+ 1) - B(t) = -0,0825 000 - B(t)= beschrankte Abnahme (1))
1.1.2005: B(1)=19600¢€
1.1.2006: B(2)=19168 €
1.1.2007: B(3)=18701¢€

1.1.2008 B(4)=18198¢€ (4)
b) Insgesamt wurden lberwiesei2@00 = 8000 € Q)
davon Tilgung 20 000 — 18198 = 1802 € (1)
Zinsanteil 8000 — 1802 = 6198 € @)
Prozentual£98 =77,47% (1)
8000

Aufgabe 9: Beschranktes Wachstum bei der Farbdichtgon bedruckten Stoffen

Um den optimalen Farbauftrag fur einen blau zudaden Stoff zu ermitteln, wurde die Farbdichte D@3
Maf fur die Farbintensitéat oder Farbwirkung) firsahiedene Farbauftrage a gemessen. Die MeRwertewu
mit MS Excel in das folgenden Schaubild eingetragenobei das Programm die schwarze Kurve als
Naherungskurvevorschlug.

Nr Farbatzjftrag agemessene *
in g/m Farbdichte D(a

1 0,5000 0,86 |

2 0,6000 0,95 3 ;

3| 06875 1,00 | AT

4] 0,8250 1,25 | /

5] 09625 1,38 g b

6 1,1000 1,55 %

7| 11,3375 1,88 § y

8 1,5500 2,19 2 /

9 1,8250 2,48 H

10 2,1250 2,65 :

11l 2,3750 2,74 :

12l 2,7375 2,85 ’

13 3,1375 2,90

14 3,4500 2,91 1

15  3,9750 2,92 ‘7/

16  4,4500 2,93

a) Beschreibe den Verlauf der gemessenen Kul
in Worten. Was lat sich fir den weitere |
Verlauf der Kurve vermuten? L&sst sich d  °f - ; " ; 2 : " "
Farbintensitat beliebig steigern oder wird s Farbauirag g

bei noch dickeren Farbauftrdgen wieder
sinken? Begrunde!

b) Welchem (wohlbekannten!) Funktionstyp wirdest del slthwarze Naherungskurve zuordnen? Warum ist
dieser Funktionstyp im Hinblick auf die in a) gewen Erkenntnisse sicher nicht geeignet?

c) Wir wissen mehr als Excel und greifen auf den Angat beschranktes Wachstum zurtick. Ermittle zustich
D(0) und S aus dem Schaubild. Berechne nun den $tlaokfaktor k fir die markierten MeRwerte Nr. 8 -
12 und bilde anschlieRend den Mittelwert. Warunt §éh der Ansatz D(a + 1) — D(a) <8 — D(a)) nicht
verwenden?



d) Berechne D(a) fir a =1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5 umditdden in ¢) und d) ermittelten Werten fur S und k
e) Trage die Werte aus e) in das Schaubild ein ungleiehe deine Naherungskurve mit der Naherungsparab
von Excel. In welchem Bereich ist deine Kurve gemaals die von Excel?

Losungen:

a) Je dicker der Farbauftrag, desto hoher ist dieif@nsitat. Die Farbintensitét 13t sich jedocthizeliebig
steigern und nahert sich einer Séattigungsgrenze Fastoff wird sich mit wachsendem Farbauftrag wi
eine dicke Schicht auf dem Stoff ablagern, deremiRgensitat mit wachsender Schichtdicke kaum noch
zunimmt.

b) Es handelt sich offensichtlich um eine Parabelfiigeringe Farbauftrage gut mit den gemessenemeWe
Ubereinstimmt, aber bei gréReren Werten immer rablueicht und jenseits des Scheitelpunktes stedevie
nach unten fallt.

c) S® 3 und A(0)= 0 bieten sich an.

d) S-D()=R[S - D)= k = 3/2: BES)) = §/3_§(a). Man erhalt k = 0,426, k = 0,383, k, = 0,364,

ki1 = 0,357, k, = 0,335 und als Mittelwert & 0,373
e) D(1)=1,88; D(1,5) = 2,31; D(2) = 2,58; D(2,5) #3; D(3) = 2,84; D(3,5) = 2,90 und D(4) = 2,94.
f) Die beste Ubereinstimmung ist in dem Bereich, dedfe Bestimmung von k herangezogen wurde.

Aufgabe 10: Beschranktes Wachstum bei einer chemiseh Reaktion

Bei der Umwandlung eines Stoffes A in den Stoffd@ngi3 A= B ist die Hinreaktion viermal so schnell wie die
Ruckreaktion: y_,g(t) = 0,4ca(t) und \s_a(t) = 0,2cg(t), wobei die Konzentrationen @) und g(t) nach jeweils

t Sekunden in mmol/ml angegeben werden.

Nach t + 1 Sekunden ist dann

Ca(t +1) = G(t) = Va_s(t) + ve_a(t) und

Ca(t + 1) = G(t) + Va_s(t) = Ve—a(b).

Die Gesamtkonzentration soj € 1 mmol/ml sein, so dasg() + G(t) = ¢ = 1 mmol/ml.

a) Zeige, dass

Ca(t+1) —G(t) = 0,5(Ss — Ga(t) mit Sy = %co und

Ca(t+ 1) - &(0) = 05(S% — {t) mit S5 = = <

b) Berechne g(1), G(2) und G(3) sowie g(1), &(2) und ¢(3) fur ca(0) = 1 mmol/ml und g0) = 0 mmol/ml.
c) Berechne g(1), c(2) und ¢(3) sowie g(1), G(2) und g(3) fur c(0) = 0 mmol/ml und g0) = 1 mmol/ml.
d) Zeige, dass

Sa = Ga(t) = (S — Ga(0))-0,5 mit Sy = %co und

So - o) = (S - GO)OS Mt = = o

e) Skizziere g(t) und g(t) fir 0<t< 10 mit (0) = 1 mmol/ml und g0) = 0 mmol/ml.

f) Skizziere g(t) und g(t) fir 0<t< 10 mit (0) = 0 mmol/ml und g0) = 1 mmol/ml.

g) Berechne die Geschwindigkeiteps(t) = 0,4ca(t) und \s_A(t) = 0,Lcg(t) fir t = 0, 5 und 10 s und erklare
mit Hilfe dieser Zahlen, warum sich das Gleichgéwigerade im Verhaltnis,ccz = 1 : 4 stabilisiert.

Losungen:

a) Ca(t+1)-G(t)=— Vva_s(l) + Ve_a(t) = —0,4ca(t) + 0,1ca(t) = —0,4Ca(t) + 0,1(CgesCa(t)) = 0:5(%Cges_CA(t)

Ca(t + 1) — @(t) = + Va_a(t) — Ve_a(t) = +0,4ca(t) — 0,1cCg(t) = +0,4(CyesCa(t)) — 0,1ca(t) = 05(% Cges=Ca(t)

b) siehe Tabelle
c) siehe Tabelle

d) Ca(t+1) = G() =0,5(Sy ~ Ga(t) © Sa = Calt+ 1) = 0,5Sa = (1) = ... = 0,57 *(Sy = G1(0))
mit S = %cges
Ca(t +1) — &(t) =0,5(Se -~ G(t) & S5~ Gt +1) = 0,5Ss — (1)) = ... = 05" (S — G(0))
mit Sz = %cges



1 4
e) Calt) =S -0,5:(Sa—(0) = Tts ‘0,5 und
4 4
ca(t) = S~ 0,5+(Ss — s(0)) = T s 0,5 =1-G(t)
1 1
f) Ca(t) =Sy —0,5:(Sa—ca(0)) = i 305 und
4 1
ca(t) = S - 0,5+(Ss — s(0)) = Tt 3-0,5 =1-a()
Tabelle zu b), c) und e), f):
tin Sekunden cin mmol/ml| G in mmol/ml| ¢ in mmol/ml | G in mmol/ml
0 1 0 0 1
1 0,6 0,4 0,1 0,9
2 0,4 0,6 0,15 0,85
3 0,3 0,7 0,175 0,825
4 0,25 0,75 0,1875 0,8125
5 0,225 0,775 0,19375 0,80625
10 © 0,2 © 0,8 © 0,2 © 0,8

Aufgabe 11: Beschranktes Wachstum bei der Einstelluneines Verteilungsgleichgewichtes

Als Modellversuch fir die Erklarung natirlicher échischer oder biologischer) Gleichgewichtszustande
verwendet man haufig das Heberohrexperiment: Déluen zwei Messzylinder mit einer Querschnittsfiich
von A = 10 cri und zwei Heberohre mit,A= 0,5 cnd und Az = 1 cnf zur Verfiigung. Man fillt den rechten
MeRzylinder bis zur Hohegf0) und den linken Mel3zylinder bis zur HOh€d) mit Wasser. Die Messzylinder
enthalten dann die Anfangsmengeg(®) = A-hg(0) und \{ (0) = A-h (0). Nun tauscht man mit den Heberohren
kreuzweise solange Wasser aus, bis sich die Volunmrinden beiden Messzylindern (praktisch) nicht meh
andern.

Da die Heberohre sich immer genau so hoch wie dessi/linder filllen, werden beim t-ten Schritt

von rechts nach link8Vg_, (t) = Ag-hg(t) = 0,2A-hg(t) = 0,1Vg(t) und

von links nach rechtsV, _g(t) = A_-h.(t) = 0,05A-h,_(t) = 0,05V (1)

Ubertragen.

Die neuen Volumina sind dann

VR(t + l) = VR(t) + %VL_,R(t) - %VR_,L(t) und

Vi(t+1) = V() =SV gr(t) + SVe_L(D).

Insgesamt werdeng\= 10 cni Wasser auf die beiden MeRzylinder verteilt, scsd4gt) + V,(t) = 10 cni = V,,.

a) Zeige, dass gilt

Vg(t + 1) = WR(t) = 0,15(Sg — VR(t) mit & = éVo und

Vi(t+1) - Vi(t) = 0,15(S. - Vr(t) mit S = %vo.

b) Berechne ¥(1), Vr(2) und WK(3) sowie (1), V.(2) und \{ (3) fiir Vr(0) = 0 cni und V (0) = 10 cmi.
c) Berechne ¥(1), Vr(2) und \k(3) sowie \{ (1), Vi (2) und V{ (3) fiir Vx(0) = 10 cmiund V (0) = 0 cni
d) Zeige, dass

(<= Vi) = (S - Ve(0)}0,85 it S = < Vo und

(S~ Vi) = (S - Vi(0))0,85 mit § = = Vs,

e) Skizziere den Verlauf von \t) und V() fir 0< t< 30 und \4(0) = 0 cni sowie \{ (0) = 10 cni.

f) Skizziere den Verlauf vont) und V,(t) fir 0<t < 30 und \4(0) = 10 cni sowie \{(0) = 0 cnr.

g) Berechne die Ubertragenen Volumifisz_, (t) 0,10Vg(t) und sV _g(t) = 0,05V (t) fur t = 0, 10, 20 und
30 und erklare anhand dieser Werte, warum sichGleishgewicht gerade im VerhaltnigV VvV, =2 : 1
einstellt.



LOosungen
a) Vg(t+ 1) = K1) + 3V _g(t) = $VeoL() = Vk() + 0,05V (1) - 0,1Vg(t) = Vk(t) + 0,05(Vo = Vr(D)) -

0,1Vi(t) = 0,05 \p + (1 — 0,15V(t) < Vi(t + 1) — Vk(t) = 0,05 \§ — 0,15 () = 0,15(§vO — Vk(t)

und
VL(t + 1) = VL(t) - %VL—)R(t) + %VR*}L(t) = VL(t) - 0,05V|_(t) + 0,1VR(t) = VL(t) - 0,05V|_(t) + 0,1(V0 -

VL(®) = 0,1 Vp+ (1 — 0,15V, (1) & Vi (t+ 1) = V(t) = 0,1 \b - 0,15 \{(t) = 0,15(év0 — Vi(D).

b) siehe Tabelle
c) siehe Tabelle

d) %vo ~VR(t+1)=( - 0,15)§v0 - Vi(t)) = 0,85* 1-(§V0 ~ V&(0)) und

évo ~Vi(t+1)=(1-0,15) %vo - V(1)) = 0,85" 1~(%v0 -V, (0)).

e) Vg(t) = %vo - o,&%-(%vO - Vg(0)) = %’ - %’ -0,85 und
1 1 10 20
Vi(t) = gvo - 0,85'(§V0 -V (0)) = 33 -0,85 = 10 - k(1)

2 2 20 10
f) Vg = §v0 - 0,85-(5 Vo — VR(0)) = 23 -0,85 und

10

1 1 10
Vi(®)= 3Vo- 0.85(5Vo- Vi(0) = 7 - 0,88 =10 - ()

Tabelle zu b), ¢) und e), f):

tin Sekunder] W(t)incnT | V. (t)incn? | V() incnt | V (1) in cnt
0 0 10 10 0

1 1 9 9,5 0,5

2 1,85 8,15 9,07 0,93

3 2,573 7,427 8,71 1,29

4 3,19 6,81 8,41 1,59

5 3,71 6,29 8,15 1,85

10 5,35 4,64 7,32 2,68

20 6,41 3,59 6,80 3,20

30 6,61 3,38 6,70 3,30




