4.7. Exponential- und Logarithmusfunktionen

4.7.1. Exponentialfunktionen

Definition:

Die Funktion f(x) = e mit D = R, ¢ = 0 und ae R"\{1}heilRt Exponentialfunktion zur Basis a. Dig
Exponentialfunktion zur Basis a = e mit deulerschen Zahle = 2,718... heil3hatlrliche Exponential-

funktion und wird auch als exp(x) geschriebefh=eexp(x).

Beispiele
X X X
dicRiER
10 3 2
1 1 1
-3 | 1000 27 8 8 | 27 | 1000
1 1 1
-2 100 9 4 21 9 100
1 1 1
-1 10 3 2 2 3 10
0 1 1 1 1 1 1
1 1 1
1 10 3 2 2 3 10
1 1 1
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1 1 1
3 | 1000 27 3 8 | 27 | 1000

Eigenschaften der Exponentialfunktionen

*  Wertebereich: W =R"

=  Waagrechte Asymptoten:a — 0 fiir x— —oound a > 1 bzw. fir x> +ound a < 1
=  Symmetrie: Spiegelt man das Schaubild von y *an der y-Achse, so erhdlt man das Schaubild jvon
X
y=4d X =

a

=  Gemeinsamer Punkt:Die Schaubilder aller Exponentialfunktionen gehen duerhfunkt P((1L)

=  Wachstum: Jede Exponentialfunktion wachst schlieRlich starker als dhetenzfunktionen
logb

loga

&> < x>n

Beispiel zur Bestimmung einer Funktionsgleichung

Bestimme die Gleichung der Exponentialfunktion #x3&, deren Schaubild durch R@Q und Q(31) geht.
Ldsung

Durch Einsetzen der Koordinaten der beiden Punktgen Ansatz y =-& erhalt man zwei Gleichungen fir
zwei Unbekannte c und a:

P(24): |4 = ca
Q@l1): 11 =¢cd
Dieses nichtlineare Gleichungssystem l6st man atebanmit dem Gleichsetzungsverfahren:
1,
c=—4a
4
c=a
a3:1a2<:>a:_:>cz :i
4 64

Die gesuchte Funktion hat die Gleichung f(x)élz -0,25.



Ubungen: Aufgaben zu exponentiellen Anderunger N8

4.7.2. Logarithmusfunktionen

Wertetabelle und Schaubilder von Logarithmusfunktioren:
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Eigenschaften:

f1(x) = logy(x) ist dieUmkehrfunktion zu f(x) = &, d.h., man erhalt
= dasSchaubild von f* aus dem Schaubild von f durch Spiegelung an definkelhalbierenden und
= die Funktionsgleichung von f*! aus der Funktionsgleichung y = f(x) durch Aufléseach x

Vertauschung von x und y.
Insbesondere gilt:
= Die negative y-Achse ist senkreclteymptote
= Alle Schaubilder gehen durch den Punkt (1|0)

und

Ubungen: Aufgaben zu exponentiellen Anderunged Nnd 5

4.7.3. Lineare Anderungen (siehe auch 4.1.)

Beispiel: 4.1. Aufgaben zu linearen Funktionenr.

Lineare Anderung (siehe auch 4.1.3.) Ay
1. Eine GroRRe B &ndert sichnear, wenn nach t

Zeitschritten gilt B(t) = k + B(0) mit dem

konstanterAnderungsfaktor k € R\{0} und dem Bt + 1)

+

Anfangswert B(0) € R. t+1) } K
2. lhre Anderung ist konstant: B(t + 1) — B(t) = k. B()
3. Ihr Schaubild ist eine Gerade mit der Steigung Kk, —

die die y-Achse bei B(0) schneidet. A 1
4. Achtung: Der Anderungsfaktor k hangt von der

gewahlten Zeiteinheit ab!

t t+1 t




4.7.4. Exponentielle Anderungen

Beispiel: Aufgaben zu exponentielle AnderungeréNr.

Exponentielle Anderung
1. Eine Grof3e B andert sielxponentiell wenn nach t

A \

Zeitschritten gilt B() = (1 +1—go)t-3(0) mit der

prozentualen Anderungsratep € R\{O}und dem B(t + 1)

Anfangswert B(0) € R. ’ } P_B(t)
2. lhreAnderung ist proportional zunBestand B(0) 100

B(t + 1) — B(t) = kB(t). 7 —

1
; stk= P

Der Anderungsfaktor ist k = 100"
3. lhr Schaubild ist eine Kurve, die die y-Achse bei

B(0) schneidet: >

t

4. Achtung: Die prozentuale Anderungsrate hangt t t+1
von der gewahlten Zeiteinheit ab!

Beispiel zur Umrechnung der Anderungsrate auf ande Zeiteinheiten:

Eine Anlage wird mit 5 % monatlich verzinst. Bereetdie Zinsrate bezogen auf
a) einJahr

b) einen Tag.

Hinweis: Banken rechnen mit 12 Monaten zu 30 Tagen.

Ldsung:

Der Wachstumsfaktor ist (1 -{%) =1,05 bezogen auf 1 Monat.

a) Bezogen auf 1 Jahr = 12 Monate ist (31—806)12' = 1,082 = 1,79= jahrliche Zinsrate 79 %

b) Bezogen auf 1 Tag ?%16 Monat ist (1 +%))”30 =1,058"°=1,0016= tagliche Zinsrate 0,16 %

Ubungen: Aufgaben zu exponentiellen Anderunge Ni.3

4.7.5. Beschrankte Anderungen

Beispiel: Aufgaben zu beschréankten Anderungen Nr. 1

Beschréankte Anderung

1. Eine GrtRe B(t) andert sidieschrankt mit der SattigungsgrenzeS € R, wenn dasSattigungsmanko
M(t) = S - B(t)exponentiell abnimmt B(t) = S — M(t) mit M(t) = (1 —1—80 )-M(0) mitp >0 (1)

2. lhre Zunahme des Bestandes ist proportional zurBattigungsmanka B(t + 1) — B(t) = k[S — B(t)].

3. lhr Schaubild ist eine Kurve, die die y-Achse bei B(0) = S — M$@hneidet und sich d&&ttigungsgrenze
S asymptotisch nahert:

B(t)
4 Das Sattigungsmanko schrumpft exponentiell:
p

Der Bestand wéachst beschrankt:
| B(H)=S-M()

B(0)

v
—




Beispiel fur den Nachweis eines beschréankten Wachsts und Berechnung von S und k:
Fur die zeitliche Entwicklung eines Bestandes Béh t Zeitschritten wurde die Beziehung B(t + 1),&B(t)
+ 10 mit B(0) = 20 ermittelt. Zeige, dass es siohheschranktes Wachstum handelt und berechne &. und

Losung:
Die Gleichung laf3t sich folgendermafRen umformen:
B(t+1) =0,8(t) + 10 | = B(t)
B(t+1) - B(t) =-0,2B(t) + 10 | Anderungsfaktor ausklammern

— 0.21-B(1) + 10
=02[-B() + =]
= 0,3[50 - B(t)]
=k[S - B(t)]

= S =50 und k = 0,3 B(t) = 50 - 0,330
Ubungen: Aufgaben zu beschrankten Anderungen N8. 2
4.7.6. Logistisches Wachstum

Einfihrung. Aufgaben zum logistischen Wachstumakefd.

Logistisches Wachstum

1. Eine GroRBe B(t) wachstogistisch wenn ihre Ya
Anderung proportional zunBestand B(t)und zum
Sattigungsmanko S - B(t)ist: B(t + 1) — B(t) = S

k-B(t)[S - B(1)]

2. lhr Schaubild ist eine S-Kurve, die die y-Achse bei
B(0) schneidet und sich de3attigungsgrenzeS
asymptotisch nahert: B(0)

v
-

Ubungen: Aufgaben zu logistischen Wachstum Aufgabeh



