5.2. Differentialrechnung

5.2.1. Steigung einer Kurve an der Stelle x

Beispiel: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr.)1 a

Beispiel: Steigung der Normalparabel f(x) = Xan der Stelle x = 1

Die Steigung odeAbleitung f(1) der Parabel f(x) = %an der Stelle x = 1 bestimmt man grafisch, indeam mine
Tangente am Punkt P(ffi(1)) = P(11) anlegt und deren Steigung aus deteigungsdreieckabliest. Rechnerisch
erhalt man die Tangentensteigung &renzwert von Steigungen vorsekanten durch die Punkte P(1) und

Q(1+AX|f(1+AX)) fur Ax — 0:
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Differentialquotient = Tangentensteigung = f'(1)

Durch Einsetzen der Koordinaten des BerlhrpunktgklPerhalt man die Tangentengleichung t(x) = 2x — 1.

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 1

Beispiel: Steigung der Normalparabel f(x) = Xan einer beliebigen Stelle x R:

Tangente mit Steigung f'(2) = 4
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Die Tangente an die Normalparabel f(x) Zaxn Punkt P(¥(x)) . Ix
hat die Steigung f'(x) = 2x. Die Steigungsfunktibix) lasst sict ; .

aus der Origindlinktion f(x) ableiten und heil3t daher a
Ableitungsfunktion.

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 21




Steigung einer Kurve (Ableitung)
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Sekantensteigung = Diﬁerenzenquotienzi(z( +Ax) —1(X)

Tangentensteigung = Differentialquotient = Ablegur f'(x) = Iimo
AX—

Die Steigung der Funktion f an der Stellewird als Steigung deFangente t(x) definiert, die das Schaubild i
Punkt P(x|f(x)) berihrt. Man bezeichnet die somefte Steigung als f'(x)Apbleitung von f an der Stelle x). Dals
Berechnen der Ableitung nennt man amifferenzieren. Um die Tangente zu bestimmen, die das Schaubhilg
Punkt P(x|f(x)) berlhrt, betrachtet m&ekanten die das Schaubild an den Punkten P(x|f(x)) und-8X|f(x+AXx))
schneiden, wobei man x immer naher gmaranwandern lasst. Die Tangentensteigifferentialquotient) lasst
sich dann al&renzwert der Sekantensteigungdbifferenzenquotienten) fir Ax —0 berechnen.

f(x +Ax) —f(x
AX
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| Beispiel: Ableitung der kubischen Parabel f(x) = Xan der Stelle x€ R
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Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 4

5.2.2. Ableitung von Potenzfunktionen

Satz: Ableitung der Potenzfunktionen Beispiele:
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Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 5



5.2.3. Ableitung von ganzrationalen Funktionen

Beispiel: Bestimmen Sie die Ableitung von f(x)% x> an der Stelle x R.
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Satz: konstante Faktoren bleiben bei der Ableitunginverandert: (a-f(x))’ = a-f'(x):

afxHAx) —a fx) _ o i FXEA T _ h = @ty
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Beweis: (af(x))’ = AIim0
X—

Beispiel: Bestimmen Sie die Ableitung von f(x) £ x »* an der Stelle x R.

Losung:
3 3 (3 2 3_ 3 2,2
6+ = lim (X +AX)" + (X +A%)" — (X" +X°) _ im (X +AX)” —Xx N (X+Ax)“—x =32+ 2x
AXx—0 AX AXx—0 AX AX
= () + (<)

Satz: In einer Summe werden die Summanden einzelgeleitet: : (f(x) + g(x))’ = f'(x) + g'(X).

Beweis: (f(x) + g(x))’ = Alimof(x+Ax)+g(xzjx)—f(x)—g(x) - Alimo[f(x JrAAx)z—f(x)+ g(x+AAx>Z—g(x)]

=f(x) + g'().

Satz: Ableitung ganzrationaler Funktionen

(apX™+ ...+ ax’ + ax + &) = nax" L+ ..+ 2ax +a firne Nund @, ..., @ € R mita, # 0.

Beweis:

Anwendung der vorangegangenen Satze Uber die Abteivon Potenzfunktionen, konstanter Faktoren
Summen.

und

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. @l uh

5.2.4. Ableitung der trigopnometrischen Funktionen

Satz: Die Ableitung der trigonometrischen Funktione sind sin’(X) = cos(x)und cos’(x) = —sin(x)
Beweis Man bendtigt dieAdditionstheoreme sin@@ + B) = sin@)-cosf) + cos€)-sin() und cos¢ + B) =

cos)-cosf) — sin@)-sin(®) sowie dieGrenzwerte AI)i(n:OSinA(ix) =1 und Alinjo%i)_l =0:
sim) = fim sin(x+ Ax) —sin(x) und cos'(x) =lim coS(x+ AXx) — cos(x)
Ax—0 AX Ax—0 AX
- i [sin(x)cos (3x)+ cos(x)sin{Ax) sin(x)] - im [cos(x) cosfx) sin(x)sinAx) cos(x)]
Ax—0 AX AX AX Ax—0 AX AX AX
- tmforn® 00 o) < g fos =002 om0
= sin(x)0 + cos(x)1 = cos(xP — sin(x)1
= cos(X). = —sin(x).

Ubung: Aufgaben zur Differentialrechnung [8r.

5.2.5. Tangenten und Normalen

Beispiel fir die Bestimmung einer Tangente durch een vorgegebenen Punkt:

Bestimme die Gleichungen aller moglichen Tangerd@ndurch P(Il-7) an f(x) = £ — 4x gelegt werden koénnen.
LOsung:

Zunéchst sucht man dieWerte der Beriihrpunkte mit dem Ansatz



Tangentensteigung Ableitung
f(0-CD _ g
x—-1
X2 —4x—(=7)
x—1
X-4x+7 =2%-6x+4 |- +4x-7
0 £2x2x-3 | p-g-Formel

=2x-4 | x - 1)

=> x=-1lundx=3

Die y-Werte der Beriihrpunkte erhalt man durch Einsetzen in f(x) =
X —4x:y= f(x)=5undy= f(x) = -3

Die Steigungen a der Tangenterrhélt man durch Einsetzen in f(x)
=2x—-4:a=f(x;) =-6und a="f(xp) =2

Die y-Achsenabschnitte b der Tangentenerhdlt man durch
Einsetzen des vorgegeben Punktes oder der jeweibgelihrpunkte
in die Tangentengleichung y = ax + b:
bj=y-ax=-7-(-6)1=-1und h=y-gx=-7+21=-5

Es gibt alsewei Tangenten;{x) = —6x —1 mit Berlhrpunkt §-1|5)
und t(x) = 2x — 5 mit Berthrpunkt 83|-3)

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 1101-

Beispiel fur die Bestimmung einer Normale durch eian vorgegebenen Punkt:

Bestimme die Gleichungen aller moglichen Tangerdendurch P(IZ%) an f(x) = ¥ — 4x gelegt werden kénnen

Losung: y
Zunachst sucht man dieWerte der Schnittpunkte mit dem Ansatz 5T b
et :
Normalensteigung = ——1, | b
Ableitung <
1 SR T —
f(X) —E 1 | : | P
x_2 ) n= QUIf0)
' 1
i T R :
—_ = -2);(2x—-4 ! !
X—2 2x- 4 T = 20 ) 27\
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AN
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2% - 12¥ + 16x =0 |2x ausklammern ; o
2X(x - 6x+8) =0 | p-g-Formel S R A
=> x=0,%=2und x=4 2
Die y-Werte der Schnittpunkte erhalt man durch Einsetzen in f(x) £x4x:
y1= f(x) =0, %= f(x)) = -4 und y="f(x3) = 0
Die Steigungen a der Normalererhalt man durch Einsetzen in a =—:—L— =- !
f'(x) 2x- 4
1 1 T - . 1 1
q=- = — , @ ist nicht definiert, da die Normale senkrecht statd a = — =—
f'(x,) 4 fi(x)) 4

Die y-Achsenabschnitte b der Tangenterrhalt man durch Einsetzen des vorgegeben Puoldtesder jeweiligen
Berthrpunkte in die Tangentengleichungy = ax + b

1 1 1 1
bp=y-ax==-=:2=0und hp=y-ax== - (-=)2=1
LTy -ax=o - o b=y-a > (4)

Es gibt alsadrei Normalen g(x) = %x mit Schnittpunkt g0|0), n: x = 2 mit Schnittpunkt £$2|-4) und /(x) =

—% X + 1 mit Schnittpunkt §4/0)

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 12



5.2.6. Differenzierbarkeit und Stetigkeit an einer Stelle x

Beispiel: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr.d)3

1 for X<—2
-1 fir —2<x<-1 y
G = fii 1< 1 1
ir —-1<x< Hx)
x far 1< x
Die Ableitung an einer Stelle auf den
Geradenstiicken lasst sich aus den
jeweiligen Funktionsgleichungen ablesen: ; ; } ;
-2 -1 1 2
0 far X< =2
0 fur —2<x<-1
f(x) = .
1 fir —-1<x<1
1 fir 1< x

Interessanter sind hier die Ableitungen an
denUbergangsstellen namlich

- derSprungstellebei x = -2,
- derKnickstelle bei x = -1 und
- derDefinitionsliicke bei x = 1.

Sprungstelle bei x = -2:

Die Ableitung an der Stelle x = -2 ist definiertls aGrenzwert deg Ax f(x +Ax) —f(x)
Differenzenquotienten AX
-1-(-1 " - -

F(x -+ AX) — (%) A)E = 0 >0 ) —00611 —2280
—_— = firAx — 0 .

AX 1- (-1 _ 2 firAx < 0 -0,001 -2000

AX AX —0 -

Leider existiert in diesem Fall kein Grenzwert: Nahert man sich €2wvon rechts| +0,001 0
(Ax > 0), so hat der Differenzenquotient den konstawert 0. Nahert man sich dgr +0,01 0
-2 dagegen von linka\k < 0), so strebt der Differenzenquotient geges — +0,1 0

Wenn man die entsprechenden "Sekanten" in das Bidh@inzeichnet, erkennt man, dass die von lirkksikenden
"Sekanten" schliel3lich fast senkrecht nach unteiseme wahrend die am rechten Ufer schneidendenateR"

allesamt parallel zur x - Achse verlaufen:

Q(XIf(x))

;

PE2[f(-2))

"Sekanten" durch P und Q

Eine Steigung lasst sich an dieser Stelle alsotraciyeben: die Funktion f ist an der Stelle x = night

differenzierbar.



Knickstelle bei x = -1
Die Ableitung an der Stelleyx -1 ist definiert als Grenzwert des Differenzewtipnten
X—(=1

2 Y 7 — 1 firAx >0
fxa) 100 _ | Ax fir A — 0

Ax e ) 0 furAx <0
AX
Auch in diesem Fall erhdlt man fittx — O keinen eindeutigen Grenzwert: Die links vor=x-1 angelegten
"Sekanten" sind Parallelen zur x - Achse, wéhreiedvdn rechts kommenden "Sekanten" allesamt digyBig 1
haben. Auch an dieser Stelle lasst sich eine Stgigicht eindeutig festlegen: die Funktion f istdar Stelle x= -1
nicht differenzierbar.

Definitionsliicke an der Stelle x= 1

Da f(x) nicht definiert ist, lasst sich der Diﬁmnquotientww
X

nicht berechnen. Die Funktion f ist auch an dell&ie= 1nicht differenzierbar.

und damit auch die Ableitung f(x)

Ableitungsfunktion
Um den Verlauf der Steigung und die Stellen, aneden y
keine Steigung bestimmt werden kann, zu veransiciieum, A
tragt man die Ableitungsfunktion f(x) ebenfalls das f(x)
Koordinatensystem ein:
1 far X<—2 o f(x)
-1 fir —2<x<-1
f(x) = . - mit D = R\{1}
fur —-1<x<1 O O } > X
x  fur 1<x -2 -1 1 2

besitzt also die Ableitung

0 for X<—2
0 fir —2<x<-1
f(x) = - mit D = R\{-2, -1, 1}
1 fir —-1<x<1
1 for 1< X

= Differenzierbarkeit und Stetigkeit

= Die Funktion f heil3tdifferenzierbar

Funktionen sind grundsétzlicticht differenzierbar anSprungstellen Knickstellen undDefinitionsliicken.

an der Stelle x, wenhm

Ax—0 AX

= Die Funktion f heiRstetig an der Stelle X, faIIsAIimO(f (x +Ax)—f(x)) = 0.
X—

Funktionen sind grundsétzlicticht stetig anSprungstellenundDefinitionsliicken.

= |Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist sie drt auch stetig. Die Umkehrung gilt nicht.

f(x + Ax) —f(x)

= f(x) existiert

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 13



