5.3. Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen

5.3.1. Monotonie und Krimmung einer Kurve

Beispiel: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 1 a):

|_\
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Beispielf(x) = % - —X(X+2yx-2)

oo|4>
w

Symmetrie;
ungerade Funktion mit f(—=x) = —f(x)
= punktsymmetrisch zum Ursprung

Achsenschnittpunkte:
N1(=2/0), Nx(010), Ns(2/0)

1. Ableitung
f(x) = x2 - % mit NST bei %, = t\/g

2. Ableitung
f*(X) = 2x mit NST bei % =0

'
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3. Ableitung
f“(x) =2

Extrempunkte:

f(- \/7) = +\ﬁ — (y-Wert), f‘(—\/g) = 0 (waagrechte Tangente), f“vg) = —Z\E < 0 (rechtsgekrimmgp
Tiefpunkt T(—\/7 \/: -—)=T(-1,151,03)
f(+\/7) = —\/: — (y-Wert), f(+\/§) = 0 (waagrechte Tangente), f“vg) = +2\/§ > 0 (linksgekrimmt)

= Hochpunkt H(\/g |_\/§ Dg) = H(1,15-1,03)

Wendepunkte
f(0) = 0 (y-Wert), f*(0) = 0 und f*(0) = 2 > 0 Tiefpunkt der Steigung)
= Wendepunkt W(0|0)

Ubung: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 1 b)

Definition: Monotonie einer Funktion
f(x) —f(x
(x) =f(xo) <0

steigen
f heil3t streng monoto‘n g

im Intervall [a;b], wenn fur x, x€ [a; b] gilt:
fallend

X—Xp
f(x) —f(x
() —f(xo) _
X —Xg
Satz: Monotoniekriterium fir differenzierbare Funkt ionen:

tei f >0

Eine auf [a,b] differenzierbare Funktion f ist dort strenghaton stelgen , wen (Xo) fur alle % €
fallend f'(xg) <O

[a;b].

Beweis:

Ergibt sich aus den Definitionen der Monotonie und der Alobgi bzw. des Differentialquotienten.

Ubungen: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 1 ¢)



Durch das Monotoniekriterium werden nicht alle Monotoniestefidasst, da der Differentialquotient fjx=

lim M = 0 sein kann, obwohl alle DifferenzenquotienM > 0 sind.
X=Xy X—Xg X—Xq

Zum Beispiel ist f(x) :% (x®* = 1)auf ganzZR streng monoton steigend, obwohl f(x) Z an der Stelle x= 0

verschwindet!

Definition: Krummung einer differenzierbaren Funkti on

linksgekrimmt (k
inksgekrimmt ( onvex}/ wenn ihre Ableitung F

Eine auf [a; b] differenzierbare Funktion f heil3t detreng .
rechtsgekrimmt (konka

steigen
auf [a; b] streng monoto g ist

fallend
Satz: Krimmungskriterium fur zweimal differenzierba re Funktionen
Iinksgekr[]mmnt}

. wenn ihre 2. Ableitung
rechtsgekriimmt

Eine auf [a; b] zweimal differenzierbare Funktion f ist dﬂmng{

f'(x)>0
f"(x) <0

Beweis:
Wende das Monotoniekriterium fur differenzierbare FunktionerdeuAbleitung ' an.

} fur alle xe [a; b] ist.

Ubung: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 1 d)

Durch das Krimmungskriterium werden nicht alle Kriimmundsstadrfasst, da f* an einer Stelle [a; b]
verschwinden kann, obwohl f* auf [a; b] streng monotorgstad oder fallend ist.

Zum Beispiel ist f(x) :%(x“ - 1)auf ganzR streng linksgekriimmt, obwohl f‘(x) = 3xan der Stelle x = 0

verschwindet!

5.3.2. Bestimmung von Extrem- und Wendepunkten

Definition: Extrempunkte einer differenzierbaren Funktion
Hochpunkt

Eine auf [a; b] differenzierbare Funktion f hat anex[a; b] einen{ _
Tiefpunkt

}, wenn f(x) = 0 mit

. + nach—
Vorzeichenwechsel vo .
— nach

Satz: Kriterium fur Extrempunkte einer zweimal diff erenzierbaren Funktion
Hochpunkt

Eine auf [a; b] zweimal differenzierbare Funktion f hat a@ fa; b] einens _
Tiefpunkt

f"(x) <0
f'(x)>0["
Beweis:
Wende das Monotoniekriterium fur differenzierbare Funktionerd&ufbleitung f' an.

}, wenn f{(x) = 0 mit

Durch das Extrempunktkriterium werden nicht alle Extrempurgtfasst, da f* an einer Stelle & [a,b]
verschwinden kann, obwohl f* auf [a; b] streng monotorgstad oder fallend ist.

Zum Beispiel hat f(x) =% (x* = 1) in x = 0 einen Tiefpunkt. f(x) =*hat aber an dieser Stelle eine dreifache

Nullstelle bzw. einen Sattelpunkt, so dass f“(x) = 8kenfalls verschwindet. In diesem Fall muss f zusatzlich
aufVorzeichenwechselintersucht werden, um den Wechsel der Steigung zu belegen.



Definition: Wendepunkte und Sattelpunkte einer zwainal differenzierbaren Funktion
Eine auf [a; b] zweimal differenzierbare Funktion f hat an deleSteE [a; b] einen Wendepunkt, wenn die
Krimmungsrichtung dort wechselt. Wendepunkte mit waagrechtgehgmheil3en Sattelpunkte.

Kriterium fir Wendepunkte einer dreimal differenzie rbaren Funktion

Eine auf [a; b] dreimal differenzierbare Funktion f hat an delleSx € [a; b] einen Wendepunkt, wenn f*(x)
0 und f“(x) = 0.

Beweis:

Wende das Monotoniekriterium fur differenzierbare Funktionerdieu®. Ableitung f” an

Ubung: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 1 €)

Durch das Wendepunktkriterium werden nicht alle Wendepunktestrfda f“ an einer Stelle x= [a,b]
verschwinden kann, obwohl f* auf [a; b] streng monottaigend oder fallend ist.

Zum Beispiel hat f(x) :% (x> = 1) in % = 0 einen Wendepunkt. f*(x) = 4xhat aber an dieser Stelle eine

dreifache Nullstelle bzw. einen Sattelpunkt, so daR f*(x) x*i&benfalls verschwindet. In diesem Fall muss
zuséatzlich auf Vorzeichenwechsel untersucht werden, um den Wechselideningsrichtung zu belegen.

Zusammenfassung: hinreichende Kriterien fiir Extremaund Wendepunkte

an der Stelle x befindet'(x) f'(x) f"(x)
sich ein

Hochpunkt, wenn =0 <0 beliebig
Tiefpunkt, wenn =0 >0 beliebig
Sattelpunkt, wenn =0 =0 #0
Wendepunkt, wenn #0 =0 #0

Tauchen Nullstellenkombinationen auf, die nicht auf eines deerié@n passen, so muissen zusatzlich=f (
Steigung) und f“& Kriimmung) aul/orzeichenwechselntersucht werden!

Ubungen: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 1) - |

5.3.3. Kurvenscharen und Ortskurven (siehe auch 4.2.8. und 4.2.9.)
Ubungen: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 2 und 3
Beispiel Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 4 a)

Beispiel fur die Bestimmung einer Ortskurve

Bestimme die Ortskurve der Tiefpunkte der Parabelsgbr=fx-(x — t) mitte R
Ldsung

t2 . t
ik Durch Einsetzen von x =

Mit f¢(x) = 2x — t = 0 und{{(x) = 2 > 0) erhéalt man die Tiefpunkig %

2 2
bzw. t=2xiny :—% erhalt many = (2:)

= —%. Die Gleichung der Ortskurve der Tiefpunkte isoay =

-2

Ubungen: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 4

5.3.4. Bestimmung von Funktionsgleichungen (siehe 4.2.10. und 4.5.7.)
Ubungen: Aufgaben zur Bestimmung von Funktiondgleigen

5.3.5. Extremwertaufgaben

Absolutes und relatives Maximum in einem Intervall



In Extremwertaufgaben wird meistens nach einem {a; b] gefragt, fir das eine (Flachen- oder Abdtan
funktion A(u) ihr absolutes Maximumbezogen auf das Intervall [a; b] annimmt. Um di€salle u zu finden,
sucht man zunéchst natfochpunkten der Funktion A(u). Hochpunkte sind jedoch i. Ar nelative Maxima,
d.h. sie sind Maxima nur in Bezug auf ihre ndhenegebung, wahrend aRande des Intervallsdurchaus noch
héhere Punkte liegen kdnnen. Die folgende Fallekdrauftreten:

absolutes Maximul
1. Im Intervall [a, b] liegt /

Uberhaupt kein Hochpunkt. (kein
relatives Maximum vorhanden)

Das gesuchte absolute Maximum
muss dann auf einer der beiden
Intervallgrenzen liegen:

absolutes und relatives Minimum (Tiefpunkt)

a
2. Der Hochpunkt liegtiefer als die % absolutes Maximu
Intervallgrenzen (relatives
Maximum ist nicht absolutes
Maximum)
Das gesuchte absolute Maximum
muss ebenfalls auf einer der beiden
Intervallgrenzen liegen:

relatives Maximum (Hochpunkt)
A(u)

__—absolutes Minimum

<

a b

relatives Minimum (Tiefpunkt)

\ Konsequenz: zusatzlich missen immer auch noch die Intervallgremzeingesetzt werden!

Beispiel: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 6a)

Beispiel Aufgabe 6 a)
Die Senkrechte x = u sei firOu < 1 frei verschiebbar und schneidet die x-Achse imkPP und das Schaubild

der Parabel f(x) =—%(x2 - 2x = 15) im Punkt Q. Die Parabel schneidet disitive x-Achse im Punkt R. Fir

welches u wird der Flacheninhalt des Dreieckes R@Kmal?
LOsung:

Schaubild von f(x)

f(u)

h #f(u) <




Dreiecksflache

1 1 1 1 1 7 5 75
AUu)==-g-h==.(5-u)f(u)==-G-u)|-=(¥-2u-18|= ¥ —=uw2—"u+—.
(W) =7-gh="(E-uyfu) = )[4( E)]8 U g ut
Ableitungen
A'(u) = 3_2u-5und A“(u) = 3u-1
8 4 8 4 4

Relatives Maximum (Hochpunkt mit A’(u) = 0 und A”(u) < 0) an der8le uy, = —:—13 mit A(—:—lg) = 10,1

Relatives Minimum (Tiefpunkt mit A’(u) = 0 und A”(u) > 0) an der 8fe w =5 mit A(5) = 0
Schaubild von A(u)

Hochpunkt (liegt auf3erhalb des Intervalls)

absolutes Maximum des Intervalls

Tiefpunkt (relatives und absolutes Minimum)

[/

[l N w » a1 (o2} ~ (oo} ©
. . . . . . . . .
u u u u u u u u u

p

u

=
N
w
H
o -

-1 T

Gesucht ist daabsolute Maximum von A(u) im Intervall 0< u < 5. Da kein relatives Maximum im Bereich
vorhanden ist, kommen nur die Bereichsgrenzenbsiglate Maxima in Frage. Durch Einsetzen diesen@sn

in A(u) erhalt man A(0) :78_5 und A(5) = 0= absolutes Max bzw. maximale Flache fir u = 0 ng@)A= %5 .

Ubungen: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 7 - 11

5.3.6. Nullstellenbestimmung mit dem Newton - Verfahren (siehe auch 7.5.)

Beispiel:

Bestimme die Nullstellen der Funktion f(x) 2+« x + 1 auf 2 Stellen nach dem Komma genau.

LOsung:

Mit Hilfe einer Wertetabelle wird der Bereich, irem eine Nullstelle x liegen muss, méglichst genau
eingegrenzt:

X 3 |2 |-1]0 [1]2
f(x) |—26 | -7 | -1]| +1| +3| +11

An dem Vorzeichenwechsel der Funktionswerte erkemar, dass zwischen —1 und O eine Nullstejléegen
muss.

Als erste Naherung flrypempfiehlt sich der in der Mitte zwischen —1 untie@gende Wert x= -0,5. Um vom
Startwert x = —-0,5 aus naher an keranzugelangen, ,zielt man mit der Tangen®) t= x-f'(x,) + [f(X) -

f(x,)

x1f(x1)] durch den Punkt P(}(x,)) in Richtung %. Die Nullstelle % = x; — )
X1

dieser Tangente liegt

bereits ndher anyx
Nun ,zielt* man erneut mit Tangentgx) = xf(x ) + [f(x,) — x-f'(X2)] durch den Punkt Pgk(x,)) in Richtung
f(x,)
f'(x,)

Xo und erhalt eine neue Nullstellex x, —

, die wieder néher an kegt.



f(x3)
f'(x3)
Das Verfahren lasst sich beliebig oft wiederhotengdass die Naherung beliebige Genauigkeiten btreic

Mit der Tangentestdurch den Punkt P{K(x3)) ergibt sich eine erneut verbesserte Naherymgxs —

y
4 t Wertetabelle:
n X f(xn)  [F(xn)
1,0000 | -0,50000,3750 | 1,7500
t, 2,0000| -0,7143-0,0787|2,5306
3,0000 | —0,6832—-0,0020(2,4002
ts 4,0000 | —0,6821
— | i > X = Xy, = 0,68...
f(x) X3 Xo X

Nullstellenbestimmung mit dem Newton-Verfahren
Die Funktion f sei im Intervall [a; b] differenziear mit f'(xX) # 0 fir alle x € [a; b]. Die gesucht
Nullstelle x, liege im Intervall [a; b] und x& [a, b] sei ein beliebiger Startwert.

. f . . .
Dann erhalt man mit der Formegl.x= X, — ﬂ fir n> 1 eine Folge % x,, ..., die beliebig nahe ag

f'(xn)

D

x

herankommt:lim x,, = X, .

n—oo

Ubung: Aufgaben zur Kurvendiskussion Nr. 12



