5.5. Anwendungsaufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: N&herungsverfahren
Berechnen Sie die folgenden Integrale
= mit Hilfe der Stammfunktion

= nédherungsweise mit der Sehnentrapezmethode Ubetrtesvalle
= nédherungsweise mit der Kepler'schen Fal3regel Gver Intervalle.
Zeichnen Sie die entsprechenden Flachen und Trapede Koordinatensystem. Geben Sie die Abweiclkeung

vom exakten Wert in Prozent an

2 1 2 1 ) 2 1 3 o 1
a) [Ex+Ddx  b) [Ex*+Ddx ¢) [(Ex°+Ddx d) [sinxdx e) [=dx
0 2 0 2 o 4 0 X

Aufgabe 2: Rotationsvolumina

3

1

Berechnen Sie die Volumina der Rotationskorper, die durchiRot@dé¢s Schaubildes von f(x) um die x- oder y-
Achse im Bereich [a; b] entstehen und beschreiben Sie ihre Roxh ¢ eine der folgenden Bezeichnungen:
Zylinder, Kegel, Kegelstumpf, Glocke, Sektkelch ohne StiegeduTrompete, Kihlturm (Hyperboloid).

a) f(x) =2 in[0; 3] um die x-Achse

b) f(x) = %x in [0; 4] um die x-Achse

c) f(x)= %x in [2; 4] um die x-Achse

d) f(x) = = + 4 in [0; 2] um die x-Achse

e) f(x) =X in[0; 2] um die x-Achse

f) f(x) = € in [0; 2] um die x-Achse
g) f(x) =€>in [0; o[ um die x-Achse

h) f(x) =1 in [0; o[ um die x-Achse
x+1

) f(x) a/r2 —x2 in [-r; r] um die x-Achse

i) f(x) 2/x?+2 in[-2; 1] um die x-Achse

K) f(x) %—x in [0; 2] um die y-Achse

) f(x) %x in [1; 2] um die y-Achse

m) f(x) =%in [0; 4] um die y-Achse
n) f(x) ="gn [1; €] um die y-Achse

Aufgabe 3: Rotationsvolumina

In einem Mathematikbuch firr die 10. Klasse der Bdalle finden sich die folgenden Formeln fur diargHie

der Rotationskérper’. Wahlen Sie die x-Achse alstaRonsachse, bestimmen Sie eine passende
Begrenzungsfunktion und beweisen Sie die Formetaldintegration.

,, Trompete*

Zylinder ,.Glocke®

V= V =3mth

V =inzh
Aufgabe 4: Rotationsvolumina
Ein Torus (Ring) mit dem Durchmesser 2(R + r) ued Qicke 2r
entsteht durch Rotation eines Kreises mit dem Radiuim y
Abstand R um die x-Achse. Zeigen Sie, dass der STatas A
Volumen V = Zr’R besitzt.
Hinweise r I
1. Die obere bzw. untere Begrenzungslinie des Kreisad

beschrieben durch,(k) = R + v/r? —x? bzw. f(x) = R -

r2—x2.

v
X

)
2. Das Integral [ yr” —x?dx beschreibt die Flacheninhalt eines
r

Halbkreises von Radius r und hat den V\éentrz.



Aufgabe 5: Rotationsvolumina beim Kuhlturm
Wieviel Kubikmeter Beton werden (naherungsweise) dinen Kihlturm benétigt, dessen AufRenhiille durch

Rotation von r(x) :\/O,OZXZ — 3,76%+ 40Cim Bereich 0 nx x <100 m um die x-Achse entsteht und der eine
Wandstérke von 1 m haben soll?

Aufgabe 6: Mittelwerte
Berechnen Sie die Mittelwerte der folgenden Fumidinim angegebenen Bereich:

a) f(x) = Xz_]:l'l fir -10<x<10 b) f(x) = e fur -10<x< 10 c) f(x) = (sinxj fir 0< x<2x

Aufgabe 7: Verkaufszahlen (H 2005)
Ein Supermarkt A fuhrt eine neue Zahnpasta einlelm ersten funf Wochen ergeben sich folgende wilities
Verkaufszahlen:

Verkaufswoche 1| 2| 3| 4| 5
Verkaufte Stiickzahl in dieser Woche P6 {46 [60 |76 | 86

ax+15

In einem Modell beschreibt die Funktion f der Fdir) =
bx+15

die verkaufte Stuickzahl f(x) innerhalb der

Woche x.

a) Bestimmen Sie a und b anhand der Werte demeust fiinften Woche.
Zeichnen Sie das Schaubild K der Funktion f fig deste Jahr.
Wie entwickeln sich nach diesem Modell die wochielmén Verkaufszahlen wahrend des ersten Jahres?
Nennen Sie mogliche Grinde fir diese Entwicklung.

b) Bestimmen Sie ndherungsweise, wie viele Tubem@asta der Supermarkt A in den erstenVB&chen
insgesamt verkauft.

Nach wie vielen Wochen sind insgesamt mehr al® Taten verkauft?

c) Gleichzeitig mit dem Supermarkt A bringt der 8uparkt B ein Konkurrenzprodukt auf den Markt. ®ein
wdchentlichen Verkaufszahlen lassen sich modelldafth die Funktion g mit g(x) = 214 - 214 2%
beschreiben.

Zeichnen Sie das Schaubild C dieser Funktion snkiaordinatensystem von Teilaufgabe a) ein.

Mit welchen wdchentlichen Verkaufszahlen kann$epermarkt B langfristig rechnen?

Wann hat der Supermarkt A den gré3ten Vorsprurigggesamt verkauften Tuben?

Beschreiben Sie, wie sich anhand der Schaubildschditzen lasst, bis zu welchem Zeitpunkt in beiden
Supermarkten etwa gleich viele Tuben verkauft sind.

Aufgabe 8: Stiickkostenfunktion
Die Stiickkosten fiir das x-te Seitenleitwerk des1® Bei Herstellung in Metallbauweise wurden auf) fx
2x+500

X450
zu einer Gewichtsersparnis von 150 kg bzw. 30 %tfilibie Stlickkosten fir das x-te Leitwerk nach Bhriung

der neuen Bauweise wurden auf g(x ’§X;:()50 k$ geschatzt.
X —

a) Untersuchen Sie f(x) und g(x) auf senkrechte un@dgmechte Asymptoten. Skizzieren Sie die beiden
Schaubilder in eine gemeinsames Koordinatensysti 1x < 800.

b) Von welcher Stiickzahl an wiirde der Ubergang zur ®@kisweise zu gunstigeren Stiickkosten fiihren?

c) Von welcher Stiickzahl an wiirden die neuen Leitwenke300 $ billiger sein als die Metallleitwerke?

d) Von welcher Stiickzahl an wiirden die Gesamtkostechdidinfiihrung der neuen Bauweise gesenkt?

e) Von welcher Stiickzahl an nimmt die Stiickkostenvodier GFK-Leitwerke wieder ab?

k$ geschatzt (k$ = 1000 $). Vom 300. Flugzeugahdas Leitwerk aus GFK gefertigt werden, was

Aufgabe 9: Planschbecken

Im Planschbecken eines Freibades haben Kinder zufkirohren A (15 I/min) und B (30 I/min) sowienei
AbfluBréhre C (20 I/min) entdeckt. Sie lassen zins&d 0 Minuten lang A laufen, 6ffnen dann fur wied@
Minuten zusétzlich B, schlieBen dann A, 6ffnen nasiteren 10 Minuten C und schlieRen wieder 10 Minu
spater auch B. Nach insgesamt einer Stunde kommBatiemeister und schliel3t alle noch getffneterr®oh
a) Tragen Sie den Volumenstrom V' in Liter pro Miniitieer die Zeit t in Minuten in ein Diagramm ein.

b) Tragen Sie as Volumen V in Litern Gber die Zer Minuten in ein zweites Diagramm ein.

c) Wieviel Liter sind noch im Becken, als der Badergigkommt?



Aufgabe 10: orale Einnahme von Medikamenten

Wasserlosliche Medikamente werden nach der EinnahmmBarm aufgenommen, anschlieRend in der Leber
teilweise abgebaut und dann tber den Blutkreistaujanzen Kérper verteilt. in der Niere wird dasiffiltriert

und die nicht mehr benétigte Stoffe ber den Harsgaschieden. Die Konzentration K eines oral veiabten
Medikamentes im Blut lasst sich in Abhangigkeit \dar Zeit t nach der Einnahme durch die Batemark#tam

K(t) = :—&L(e'b‘ - e mit K in mg/l und t in h beschreiben. Fir ein zpéies Medikament ergaben sich die
Werte a=0,8; b =0,2 und ¢ = 18,75 mgl/l.

a) Zeichnen Sie das Schaubild und deuten Sie seindaufe

b) Wann ist die Konzentration im Blut am hdchsten? Wbeh ist sie?

c) Wann ist die Konzentration unter die Nachweisgrerme0,1 mg/l gesunken?

d) Wie lange wirkt das Medikament, wenn dazu eine Mstkionzentration von 7 mg/l im Blut benétigt wird?
e) Wie hoch ist die mittlere Konzentration in diesegitéaum?

f)  Zu welchem Zeitpunkt ist die Aufnahmerate am héshidgtWwann die Ausscheidungsrate?

Aufgabe 11: Wachstum eines Fichtensetzlings

Das nebenstehende Schaubild zeigt das w(t) in m/a

Wachstum w(t) eines Fichtensetzlings in m/a B 0 S A S S B
nach t Jahren. In den ersten 25 Jahren kann w(t) ogd Lo L
durch w(t) = 0,248°" naherungsweise 0.7 !

beschrieben werden. Eine Fichte gilt als 0,6

ausgewachsen, wenn sie von einem bestimmten 8'2:

Zeitpunkt an in der Folgezeit nur noch maximal 03

um 2 m wachst. Bestimmen Sie unter 0,21

Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des 0,11

0

tina

Schaubildes, wann dies der Fall ist.

Aufgabe 12: Exponentielle Abnahme beim

radioaktiven Zerfall

Beim radioaktiven Zerfall ist zu jedem Zeitpunktdie Zerfallsgeschwindigkeit m'(t) proportional zur
vorhandenen Masse m (t) des Elements. Wie lauten zligehorige Differenzialgleichung und die
Funktionsgleichung, wenn die Halbwertszeit des Elet®1 28 Jahre betragt?

Aufgabe 13: Beschranktes Wachstum beim Newtonscheremperaturausgleichsgesetz

Ein Korper mit der Temperatur T nimmt durch Eneagitausch mit der Umgebung nach einer Zeit die

Umgebungstemperatur,Tan. Dabei ist die Anderungsrate T'(t) proportiomaim Temperaturunterschied T g T

mit der Umgebung.

a) Welche Form hat die Differentialgleichung fir deanperaturausgleich?

b) Welche Form hat die Funktionsgleichung fur den Terafurausgleich?

¢) Eine Tasse Milch kommt aus dem Kuhlschrank mit Grf@as Wohnzimmer mit 20 °C. Nach 10 Minuten
hat sie sich auf 10 °C erwarmt. Gib die Differelgfieichung und die Funktionsgleichung fir den
Temperaturausgleich an und skizziere seinen Verlauf

d) Eine Tasse Kaffee kommt mit 70 °C in das Wohnzimmir20 °C. Nach 15 Minuten hat sie sich auf 50 °C
abgekihlt. Geben Sie die Differentialgleichung diel Funktionsgleichung fir den Temperaturausglaith
und skizzieren Sie seinen Verlauf.

Aufgabe 14: Beschranktes Wachstum beim Ldsen eineal3es

Beim Losen von Kochsalz (NaCl) in destilliertem \Waisbeschreibt die Funktion m (in g) die zur Zdieteits

geléste Menge an Kochsalz. Die geldste Salzmenge &Ben bestimmten Wertgndie Sattigungsgrenze, nicht

Uberschreiten. Beobachtungen haben gezeigt, dass Gdéischwindigkeit, mit der sich m(t) andert,

néherungsweise proportional zur Menge des noclatésbSalzes ist.

a) Stellen Sie die zugehorige Differentialgleichund, anenn die Sattigungsgrenze bei 100g destilliertem
Wasser 36 g Kochsalz betragt.

b) Bestimmen Sie den Funktionsterm m(t), wenn firG roch kein Kochsalz in 100 g destilliertem Wasser
geldst war, nach 30 Minuten aber 28 g.

Aufgabe 15: Beschranktes Wachstum bei Tropfinfusion

Einem Patienten wird Uber eine Tropfinfusion ein dikament verabreicht, das zuvor im Ko&rper nicht

vorhanden war. Pro Minute gelangt dabei eine Memge4 mg ins Blut. Andererseits beginnt die Nieas im

Blut angereicherte Medikament wieder auszuscheidenmomentane Ausscheidungsrate betragt dabepB%

Minute der jeweils im Blut aktuell vorhandenen Mernigs Medikamentes m(t).

a) Welche Differenzialgleichung modelliert die zeitiee Entwicklung der Menge m(t)?

b) Geben Sie die Funktion an, die diese Differentetdlung 16st. Zeigen Sie, dass diese Tropfinfusioh
lange Sicht zu einer konstanten Menge des Mediksesém Blut fihrt. Geben Sie diesen maximalen Wert
an. Wann ist dieser zu 90 % erreicht?

3



5.5. Lésungen zu den Anwendungsaufgaben zur Integrachnung

Aufgabe 1: N&herungsverfahren

Teil }f(x)dx F) fta) | [22| | fo) | H2UPt | sennentrapez  Kepler
e ) [FOL (@) > ®) | catr ehnentrapez  Keple
21 1 2 3
a) | [Ex+Ddx | |=x%+x 1 | = 2 |3 3 (0 %) 3 (0 %)
0 2 4 o 2
2 2
1, 1 3 10 7 10
b =x“+Ddx | |=x°+x 1 = 3 = ~ (+5 % = (0%
) {(2 ) 5 + . > 3 > ( 0) 3 (0 %)
21 4 1 2 5 13
c =xP+Ddx | [=x*4x| |1 | = 3 |3 == (+8,3%) | 3 (0 %
)| [ GX D) |2 O " , (+8.3%) | 3(0%)
P H T N 2
e) | [sinxdx [-cosX; |0 |1 0 |2 - (F215%)| 27 (+4.7 %)
0
3
1 3 1 1 7 10
e —dx In x 1 | = = |In3 — (+6,2%) | — (+1,1 %
) {x Inx] 2 3 g (16:2%) | 3 (+1.1%)

Aufgabe 2: Rotatiosvolumina
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a) V=n [2°dx = 12n VE = 37,7 VE (Zylinder)

dx = 1—; T VE = 16,8 VE (Kegel)

b) V=n Z[%]z
I3/

2

14

c) V=m dx = 3 n VE ~ 14,7 VE (Kegelstumpf)

265

d)V:nf( x% +4) dx—f(x

x
~
o
x
1

e) V=n 1 VE = 20,1 VE (Trompete)

SIS

LY
X

Q_
||

)l V=n e' VE =~ 85,8 VE (Trompete)

N

g) V=r [ ®dx = E VE = 1,57 VE (Turnierlanze ohne Griff)

=

hy V=
e

x
+
Naw’

) V=m [(r®—x?)dx =

L\—‘ OH* O%X o~—nN O%N o

g 7 r* VE = 33,5 VE (Kugel)

) V=n [ (x?+2)dx = 9 VE =~ 28,3 VE (Hyperboloid)

32

k) V=m [(2y)’dy = 3 VE = 33,5 VE (Kegel)

_28

) V=n <3 ™ VE =293 VE (Kegel)

—
N
<
~
N
o
<
|

m) V =n- [ydy = 8n VE= 25,1 VE (Glocke)

o, o%b »—\%M o%r\) NH"

e2

n) V=n-f(lny)2dy (y-Iny-—y)-Iny[
1

= 2n (€ - 1)VE~= 40,1 VE (Sektkelch ohne St|el)

> dx ==n VE = 3,14 VE (Turnierlanze ohne Griff)

—8x%+16)dx = 1= -t VE =~ 55,5 VE (Sektkelch ohne Stiel)

2

- f(y Iny—y)- —dy =m|y ((Iny)® ~2ny+2)




Aufgabe 3: Rotationsvolumina

h
zylinder: f(x) =r=V = [n.r’dx ==r*h,
0

h
1
Glocke: f(x) = f1/~ =V = fn-r2~%dx e
0

h 2

3

h 2 1
Kegel: f(x) = r% V= fn-rz.);—zdx = Zo2h,
0

3

4

h 3
. X2 2 X 1 2
Trompete: f(x) =1]—| =V = r“.—dx = —=-r-h.
pete: f(x) [h] {n 3

Aufgabe 4: Rotationsvolumina

r r
VRing = Vvolischeibe ~ Vien = n'f(fo(x))zdy - n-f(fu(x))zdy = ﬁ'f

TE}[(R#* lr27x2)27(R7 /r27x2)2

r

(o 00)” = (F ,0)) *|dly

-r -r —r

r
dy =n [4 R-\r - x*dx = 20°R.
r

Aufgabe 5: Rotationsvolumina

\%

100 100 100
Vasgen = Vimen = = @ [ (r()?dx - 7 [ (r(x)~2)?dx [ 0r(0)? = (r() —2)| dx
0 0 0

100

n [ [2r(x)—1 dx = 10129,4 MBeton

0

Aufgabe 6: Mittelwerte

_ 1 10 1 _ 1 10 . _ 1 2%
a) f =2 [ —dx=0147 b) f == [e™dx=0,088 c) f == [(sinxfdx =0,5
20 3, ¢ +1 203, 2n

Aufgabe 7: Verkaufszahlen, (H 2005)

a)

b)

c)

a+15 _ s6es a+ 15=26b + 3901(5) = 86> 210
b+15 5b+15

Subtraktion ergibt 12 = 60b + 132 b = 2. Einsetzen ergibt a = 427. FlUrx o strebt f(x) gegen den

f(l) =26«

= 8 < a + 3 = 8b + 258.

ganzrationalen Hauptteil y % = 213,5. Da die woéchentliche Nachfrage nach Zahapdarch das

Einzugsgebiet und die Zahnputzgewohnheiten der Burmeschrankt ist, kénnen auch die Verkaufszahlen
nicht unbeschrankt ansteigen. Es tritt eine Mattitging ein.

52
Gesamtabsatz in den ersten 52 Woch§h(x)dx ~ 7801,2 Tuben (GTR). Gesamtabsatz nach 16 Wochen
0

16
jf (X)dx = 1595,8 Tuben, nach 15 Wochen 1451,6 Tuben. Diev&8lidh von 1500 Tuben wird also in der
0
16. Woche uberschritten.
Fur x— oo strebt g(x) gegen die Schranke y = 214. Die Ddffierder bis zur Woche x insgesamt verkauften
X 1187
Tuben ist D(x) = .[(f (t)—g(t))dt. Sie hat ein relatives Maximum bei x = 11,81 mJ.(f (t)y—g(t))dt =
0 0
121,9. Der groéRte Vorsprung wird also in der 12.ctMomit ca. 122 Tuben erreicht. (GTR) Die beiden
Flachen, die durch die beiden Schaubilder und diekfechte bei x =xbegrenzt werden, missen gleich
grol3 sein, d.h. Dgx = 0. Dies ist bei x= 23 der Fall. (GTR)



Aufgabe 8: Stiickkostenfunktion

a) f(x) = 2x+500 _ 54 400 und g(x) _1,5x— 250 _ 15+ 170
X+50 X+50 X —280 X —280
Stiickkosten bei Beibehaltung der alten Technologie: Sy(x) = 2 + ‘fgo
X
Sar(x) fir 0<x <299
Stlickkosten bei Einfiihrung der neuen Technologie: o0& = { 170
15+ 80fUr 300< x
b) Sa(X) — SedX) = 0 & x = 402,9= Vom 403. Leitwerk an fiihrt die neue Technologiegaringeren
Stuckkosten.
c) Su(X) — SedX) = 0,3 x = 450= Vom 450. Exemplar an sind die neuen Leitwerke @® $ billiger als
die alten.

X
d) Gesamtkosten mit alter Technologie;®) = ff(t)dt =-1564,8 + 2x + 400 In(x + 50)
0

Ga(X) fiir 0< x < 299

Gesamtkosten mit neuer TechnologigeX) = X B
Gar(299) + [ g(t)dt = 426,2 + 1,5x + 17(x — 280) fiir 300< X

299
Ga(X) — GedX) = 0 & x = 731,3= Vom 732. Leitwerk an fuhrt die neue Technologiegaringeren
Gesamtkosten.

e) SaX) — ShedX) = 0 & x = 898,0= Vom 898. Leitwerk an nimmt der Stiickkostenvortgieder ab.
(GTR)

Stickpreis in k$
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Aufgabe 9: Planschbecken
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Aufgabe 10: orale Einnahme von Medikamenten

a) Skizze: Zunachst verzégertes Ansteigen der Konzgoir durch Aufnahme im Darm und teilweisen Abbau
in der Leber, dann Abfall der Konzentration durals8cheidung tber die Niere.

b) maximale Konzentration von ca. 11,81 mg/l nact2¢al h= 2 h 19 min (GTR)

c) K(t) <0,1 mg/l nach 27,64 27h und 36 min (GTR)

d) K(t) >7 mg/l fur 0,638t < 6,246, also fiir 5,608 5 h und 36 min

6,248

e) Die mittlere Konzentration isK = —— I K(t)dt = 9,92 mg/l
5’ 600,638

f) maximale Aufnahmenrate zu Beginn bei t =0 und majémiusscheidungsrate im Wendepunkt lreét62
h~4 h und 37 min

Aufgabe 11: Wachstum eines Fichtensetzlings

Gesucht ist die untere Grengeftir die Iw(t)dt < 2 ist. Man bestimmt zunachst die entsprechendéeStaluf

to

<2 e @M< % oty < 25In(%) ~ -27,465. Wegen der

00

der linken Seite:jwl(t)dt <2 o [6e°’°‘“]t_1
4

Achsensymmetrie des Schaubildes zu t = 40 gilt 40=t, - 40 < t; = 80 + { = 107,465. Die Fichte ist also
nach 107,5 Jahren ausgewachsen.

Aufgabe 12: Exponentielle Abnahme beim radioaktiverZerfall
m'(t) = k:-m(t) und m(t) = m(OE" mit m(28) = 0,5m(0) = k = |n208’5 =~

-0,0247



Aufgabe 13: Beschranktes Wachstum beim Newtonscheremperaturausgleichsgesetz
a) T'(t) =k[T(t) - Ty]
b) T(t) =Ty~ (Ty-T(0)e"

2

c) T(t) =20 - 15" mit T(10) = 10= k = —%-In(g) ~ 0,0405= T'(t) = 0,0405[T(t) — 20]
d) T(t) = 20 + 50&" mit T(15) = 50= k = —1—15-In(§) ~ 0,0340= T'(t) = 0,0340[T(t) — 20]
Aufgabe 14: Beschranktes Wachstum beim Ldsen eineales

a) m'(t) = k[m(t) - 36]

b) m(t) = 36 — 368" mit m(30) = 28= k = —Bio -In(%) ~0,0462

Aufgabe 15: Beschranktes Wachstum bei Tropfinfusion
a) m'(t) =4 - 0,05m(t) = 0,05[80 — m(t}p beschranktes Wachstum mit Sattigungsgrenze Smg30

b) m(t) = 80 - 80&%'=> m(t) = 0,980 = 72 fiir t = —20n(%) ~ 46,05, also nach 46 Minuten



