5.5. Aufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Stammfunktionen
Bestimmen Sie jeweils alle Stammfunktionen furfdigenden Funktionen:

a) f(x)=0 f) f(x)= % K) f(x) = X" mit n € R\{~1} p) f(x) = 16X* + x 7 +iz - 3_2
X X
b) ) =1 g) f(x) =% ) fx)=5¢-3x+6 q :gt - 2—\15
c) f(x)=2 h) f(x) = x* m) fx) =X -x+xX-x+1 N fx)=ax"+a. X" +..+ax+a
d) f(x) =a R ) f(x)=x7? n) f(u)=4d -3¢+ 7u s) f(t)=sint
e) f(x)=x Do) =x*t 0) f(x) = gxz ~3x+/x-5 t) f(t)=cost

Aufgabe 2: Hauptsatz und Eigenschaften des Integral
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 2 3 3
a) [ (—%xz—x+§)dx d) [x%dx, [x%dx und [x%dx (Intervalladditivitét)
-1 1 2 1
2 1
b) [ +x%dx e) [x?dx (Vertauschung der Grenzen bzw. dx < 0)
—1 2
_2 3
) [ (x*+3x+ 2)dx f) [ (x* —4x+3)dx (Flachen unterhalb der x-Achse bzw. f(x) < 0)
-3 0

Aufgabe 3: Flachen unterhalb der x-Achse
Berechnen Sie den Gesamtinhalt F aller Flachenyatieden Senkrechten x = a bzw. x = b sowie vonxe&chse
und dem Schaubild von f begrenzt werden:

a) fx)=¥-1mita=-1undb=2 d) f(x) Zx xmita=-1undb=1
b) f(x) = -X¥ -4x-3mita=-4undb=-1 e) fx)2xxmita=-1undb=2
c) f{x)=xmita=-1lundb=2 f) f(t)=sintmita=ztndb =x

Aufgabe 4: Flachen unterhalb der x-Achse
Berechnen Sie den Gesamtinhalt der Flachen, dihdlas Schaubild von f und die x-Achse eingeschiosgerden.

a) fx)=-xX+1 b) f(x) = X - 4x c) f(x) = X+ 3 d) f(x) =X - 3¢ + 2x

Aufgabe 5: Flachen zwischen zwei Schaubildern

Berechnen Sie den Gesamtinhalt A aller Flachen,ddieh die Schaubilder der Funktionen f und g soslie
Senkrechten x = a und x = b eingeschlossenen werden

a) fx)=—X+2,g(x)=-%+3,a=-1undb=1 d) f(x) Zxg(x)=x,a=0undb=2

b) f(x) =, g(x)=2,a=-1undb=1 e) f(x)2x(x) =%, a=-2undb=-1
) f(x)=3x,g(x)=-x+2,a=0undb=1 f) )fétsint,g(t):cost,a:%,b:%

Aufgabe 6: Flachen zwischen zwei Schaubildern
Berechnen Sie den Gesamtinhalt A der Flachen, diiehddie Schaubilder der Funktionen f und g einglessen
werden.

a) f(x)=¥,g(x)=2-% b) f(x)=x, g(x) =X c) f(x) =%, g(x) =x d) f(x) = X - 3x, g(x) = 2%

Aufgabe 7: Variable Grenzen
Geben Sie an, fur welches t die Flache A(t) genk& grol3 wird.

a) At = Ltf(—x2 —i—g)dx c) Alt) = Ltf(x2 —%)dx e) Al) = j(xz + t)dx
0 1 1

_ 2, 4 _ a2 A _ 2 2
b) A(t)—{(x +3x+1)dx d) A(t)—{(x 3% 1)dx f) A(t)—{(x 3tx+2)dx



Aufgabe 8: Substitutionsmethode
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe Eebstitutionsmethode'

2 2 2tx T
a) [(2x-e ?)dx f) k) p) [x-In(x?+1) dx
/ T Ty /
z 2 L 4x—10 $11x— 4 % (Inx)?
b) [ (4x-& ~*)dx 0) dx | dx q [—1-d
{ {(x2—5x+6) { x—1 /
1 05 1 2
¢) [e**idx 0 [ m) [X “ n [YNX gy
0 o X 2X +1 0 1 X
d) 5 *Xd ) 1 ) 1t2 d ) 2e|nxd
e *dx [ n x X s —dx
{ ‘!;x+1 fl ‘£ X
&) [é*dx [ o) [inx ox o [
Aufgabe 9: Produktregel
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe Besduktregel:
2 1 1 3
a) [(x-e)dx c) [ (x-e*)dx e) [(x*-e)dx 0) f (Inx)? dx
0 -1 0
1 2 e In x
b) [(x*-e*)dx d) [(x-e*)dx f) [x-Inx dx h) f
0 1 e

Aufgabe 10: Substitutions- und Produktregel mit belebigen Grenzen
Zeigen Sie durch Integration von f(x) Uber ein &eiges Intervall [a; b], dal’ F(x) eine Stammfunkton f(x) ist.

a) f(x) = 48" mit F(x) = 2&* 0 f(x) = (x + 3)&* mit F(x) = —(x + 4)&
b) f(x) = €%~ mit F(x) = -2&%> ! K) f(x) = (-3x + 11)& mit F(x) = (-x + 4)&
c) f(x) = -6€>* 1 mit F(x) = 2% *? ) f(x) = —(6x + 1)é** *mit F(x) = (2x + 1) **
d) f(x) = 2% €% mit F(x) = 2e°5° m) f(x) = (2x — 5)& " mit F(x) = (x - 3)&*?
e) f(x) = -6xe* L mit F(x) = —3¢* n) f(x) = ZL mit F(x) = = In( + 1)
x*+1 2
f) f(x) = (4x — 2)e X 1 mit F(x) = —2e ¥ x1 0) f(x)= ;2 mit F(x) = —
(2x+4) 4x+8
g) f(x) = (x + 3)é mit F(x) = (x + 2)& p) f(xX) =1+ Inx mit F(X) = Xnx
h) f(x) = (-2x — 1)& mit F(x) = (-2x + 1)& q) f(x) = (Inxf mit F(x) = x(Inx)? — 2xInx + 2
) f(x) = X% mit F(x) = (¢ — 2x + 2)& N f(x) =1 - (In(1 - x)§ mit F(x) = (1-x)(1-In(1-x)¥

Aufgabe 11: Uneigentliche Integrale
Schreiben Sie die folgenden uneigentlichen Integaid Grenzwert und berechnen sie ihn:

a) T%dx c) f—dx 9) jx-e‘xzdx
1 X 0

1

o) 1 =
d) f—dx f) [eXdx h) fiz-exdx
0 o X

{ (x +1)2
Aufgabe 12: Uneigentliche Integrale A
Geben Sie alle n > 0 an, fur die die Flachen A bzw. y
B zwischen der Hyperbel f(x) ="kund der y-Achse f(x)

bzw, x-Achse endlich sind und berechnen Sie ihren A \
Inhalt in Abhangigkeit von n. ™

v
x



5.5. Losungen zu den Aufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Stammfunktionen(c € R)

1
a X) = ¢ K) Fo(X) = ——x™+¢
) R(¥) ) Fe(X) ]
b) F(X) =x+c ) Fc(x)—gx—2x2+6x+c
1o 1., 145 1,
c) FRe(X)=2x+c m X)==X"—- =X+ =xX- =x“+x+¢cC
) Fe(X) ) R(X) c 2 3 5
d) Fe(x) = ax + ¢ n)E(u):u"—u?’+gu+c
1 2 l 3 3 2 2 1,5
e X)==X"+cC 0 X)= =X —=X"+=x"7"-5x+cC
) Re(X) > ) R(X) 2 > 3
f) Fc(X):EXSJfC p) Fc(x):Ex5+1x2—7x+c—E+E
3 2 X x2
9) F) = 5 X'+ @ RO=2¢- i+
1 5 @10y a -
h) (X)) =-=x“"+c r x——x + .. +—=X"+ax+c
) Fe(X) 2 ) R(X) -1 - > &
) Fe(X)=-x'+c s) Rt)=-cost+c
) FeX)=Inx+c ) R(t)=sint+c

Aufgabe 2: Hauptsatz und Eigenschaften des Integrsal

1 1
1., 3 13 1, 3 113 o2 oft 5 11, 8
a —=X"=X+2)dX = [-=X"—=X"4+=X| = —={xX"4+3x“"-9%| =-(-%)-(—F%)==FE
):fl(z ) 2T 2| LT ) =
2 2
1 1 8, ,1 1 3
b S4xAdx = |=x* +=x3| =(@+2)-(5 -2)=6= FE
)L(XH)X Rl 4+3)-(7 -3)=6,

_2 -2
c) f(x2 +3x+ 2)dx =

1 3 3 2
=X 4+—=X“+2X
3 2

2
= 1[2x3+ Ox2 + 124 =2 ke
., 6 3 6

19 26

d) fxzdx—s FE, fxzdx 3 FE, fxzdx—? FE,

e) fxzdx = —% FE

f) j(x2—4x+3)d + j”(xz—4x+3)d = |f| +|_ﬂ| = 8
0 1 3 3 3
Aufgabe 3: Flachen unterhalb der x-Achse
f 2 4 4 8
a) A= X2—1)d +f(x2—1)d =_+2 =ZFE
-1 1 3 3 3
b) A= f(—x2—4x—3)d + _fl(—x2—4x—3)d = |—f| +|f| -8
-4 -3 3 3 3
c) A= fx3dx + fx3dx = 1+4 :HFE
Y 4 4
d) A= f(x3—x)dx + f(x3—x)dx ~1,1_1 FE
-1 0 4 4 2




A= |03 xd + | [ xydx + | [ xydx = L+ 142
e = X®—x)dx| + x*—=x)dx + X*—X)dx| ==+ =+ = =
) fl( ) {( ) {( ) 27273
) A=2 f(sint)d\{ =4FE

0

Aufgabe 4: Flachen unterhalb der x-Achse
1

O _ 13 _,2_4
a) A—Z-{(—x +1)dx =2 —3% X =25 =5 FE

0

2
| =2|-4] =8 FE

1x4 — 2x?
4 0

2
b) A=2| [(x*—4x)dx| =2
0

1
+|

1 1
1 1 2 4
c) A=2 [(—x*+xAdx =2|-=x°+=x?| =2— =— FE
) {(X’LX)X [5+30 1515
1 2 1 1
d) A= [(x®=3x"+ 2x)dx+| [(x>—3x*+ 2x)dx|= Zx47x3+x2
0 1 0
Aufgabe 5: Flachen zwischen zwei Schaubildern
1
a) A= [1dx =2FE
-1
1 1
b) A=|[(x*-2)dX = 3= FE
) 3
0,5 1 1 1
c) A=|[ (4x—2)dX + [ (4x-2)dx = =+= =1FE
0 0,5 2 2
1 ) 2 ) 1 5
d A= X —x)dx| + xc—x)dx| = =+= =1FE
) {( ) {( ) 5%
toa 2 1
e) A= x°—x9)dx| = 6— FE
) [2( ) T
0,25r
f) A=| [ (cost-sint)dt=2y2 FE
—0,75r

Aufgabe 6: Flachen zwischen zwei Schaubildern

a) A= :f1(2x —2)d>{ =3
1 3 2 1
b)A:{(x—x)dx =5
c) A:}(x3—x)dx+j"(x3—x)dx i, .1
J ) 44 2
0 3 7 45
d) A:_fl(x3—2x2—3x)d>{+{(x3—2x2—3x)d>{ = L2 %1

Aufgabe 7: Variable Grenzen

t
a) A(l) = f(—x2+§)dx :—%t3+£t:2¢>t3—7t+6:0©t:l
0




! 4 1
by A= [(X°+=x+1Ddx = =t°
) Al = [( +3X+Ddx = 2

+§t2+t:2<:>t3—212+3t—6:0:>t:2
0

t

C) A(t): f(XZ—E)dXZEtS‘—Et—E*‘E :2(}:{>t3—t—6:O:>t:2
)T T T3 T3
t

d) A= [(C—ax—Ddx=2t-2¢-t-2+ 8 4200 -28-3t=0>1=3
)73 3 3 33
2

&) A= [(P+thdx =12+ tro Ll Lo T3 pniaia=10mt=-2
) 35725 T3 T2 T3 9

t
f) A= I(xz—gtx+2)dx = %F— ét2+2t:2¢> 2t=2=>t=1
0

Aufgabe 8: Substitutionsmethode
3 7

a) [(2x-€"2)dx = [efdz = € -e€? = 1096,50 mit z(x) =X~ 2
0 2
2

2 2 2 0
b) [(4x-& *)dx = 2f2x-é“4dx = 2[edz = 2(1-&) = 1,90 mit z(x) = k- 4
1 -3

14
c) [etldx = f3 e ldx = fezdz = %(e“— e)= 17,29 mit z(x) = 3x + 1

d) —f( 1)-e dx——fedz——(e—)~O99m|tz(x)——

1
Je
0
5
Je™
0
e) j“ de:—f( 1)- & dx——fedz:—(e—é):51,88mitz(x):1—x

o
J
0
1
f
0
0,

10 q 110
f) sdx = [=dz = [—— = 09mitz(x)=x+1
x+1) 1 2% 0
1
4x—10 2 2
9 |7/ = -2
—5X+ 6) X°—5x+6), 3
5 0,5 0,5
1 1
h) — ==
{x“— ‘£(x2 x2 —1}, 3
1
. 1
i dx =In2
) ‘!;x 1
4 4 1
)] dx = In(x -1 ==In5
{Xz—l 2 2
1 1+t 1
Ky [x- 2t fxdx - f Loz = 112 —[tlnzﬁ+t _— —t(In(1 +t) - Int) mit z(x) = X+t
0 x2 +t 2 | 2
344y 2 2
p [P ek = [Py, - f[11+z] dz = [L1z+ 7In(zf = 11+7In(2)~ 15,85 mit z(x) = x - 1
5 X—=1 1 Z 1 z
1,2 1+t 2 1+t 2 1+t
m [X +tdx:f2tz—+t+tdz:f z— 24 5 4721122 ott (24 1ine :i—t—i—(tz—i—t)ln[l——l]
o X+t t z t ¢ 2 t
1.2 2 1 2 1
2-1 21 2 -1[1 ,
n X dx = Xdx = =X =0
) :fl t2 t2 —fl t2 2 )

2
0) fln(x)dx = [x~ In(x) — x]f = (2Ih(2) - 2) - (0 - 1)= 0,39 mit Stammfunktion aus Formelsammlung
1



D) jx-ln(x2+l) dx :%jZX-In(x2+1) dx = jm(z)dz - —In(2)—% ~ 0,19 mit z(x) = k+ 1
0 0 1

a) jde = l}SZZdz = Lan@)y - Lan@)® = 0,33 mit 209 = Inx)

2 X In2 3 3

n In2

3 jdlnx _ 'fzf 4z = 3215 = 2 (In@))** = 0,38 mit 2(x) = In(x)

1 X In1 0 3

Zelnx _ In2e _ 1 B 1 _ . _
s) {de = mfe zdz = E(|ﬂ(2@))2 5 = 093 mit z(x) = In(x)

In(2)

) »Z Inixfll)dx i mfa)z-dz = %('n(z))z = 0,24 mit z(x) = In(x + 1)

Aufgabe 9: Produktregel

a) j“(x-ex)dx = [x-ex]i - j"(l-ex )dx = [x-eX = [(x—l)-ex]z =&+ 1=8,39
0 0

2
0

’ X _ )(l r — Xl
b) {(x2~e Ydx = [x2~e ]0 - {(2x~ex)dx = [xz-e )

- 2[(xfl)~e*}:) = [(x2—2x+2)~e*}2 = e - 2= 072

(Ergebnis aus a) einsetzen!)

1 1 1 1 1 1

c) [(x-e”)dx= x-Le| - f(l-iezx)dx: x.iex| —|le| = (ExfiyeX -les Ee’2=1,90
“1 2 1 2 2 |, 4 |, 12 4 ., 4 4

d ( X )dx = i X ))dx = P e = " = _362+ 261~ 0,33

) {(x~e ) x—[x-(—e ), —{(L(—e )) x—[—x~e e —[(—x—1)~e | =-3¢"+26"=0,
1 2 X dx= 2 —X 1 r —X d — 2 —xl 21 —X d — 2 —xl

e) {(x e ¥ )dx= [x (e, - {(2x~(fe Ndx = [ x2e| o+ j(;(x~e yax = [—x e+

1 1
2[(—x ~-1-e* = [(—x2 —2x—2) e*X =-5@'+ 2= 0,16 (Ergebnis aus d) einsetzen!)
& ER &2 2 2
f) fx-ln(x)dx = 1x2-|n(x) flx2 1y 1x2-|n(x) ~ 11| = 1x2(2|n(x)—1) :ie"-‘(3e2 -1)=39,10
2 e &2 X 2 e e 4 e 4

s)] f(ln(x)) dx = [(xln(x) X)- In(x) f(x In(x) — x) — dx = [x(ln(x))z—xln(x)]f - j(ln(x)—l) dx =
1
[x(m(x))txlnx] - [(xIn(x) —x— ] :[x(ln(x))272xln(x)+2x} = 3(In(3))? - 6l(3) + 6 — 2= 1,03

h) f@dx_ j n(Xx)dx = [I(0) In(x) 2 j In(x)l:-ll—dx:> j {09 gy = [In(x) InG)J? = ('”(2)) 0,24,
Aufgabe 10: Subst|tut|ons und Produktregel mlt beikbigen Grenzen

b b § 2b b b b
a) {f(x)dx = {zze2 dx = £2ezdz = [2&}% = [2-e2 = [Fool;
b b —0,5b-1 _
B [f09ex = | (%)'(—O,S)e*O’SX’ldx: I ewar- 2] o = [2e ) = [Fool]
—3b+1
ff(X)dx = f( 6)- e > dx = f2 (-3)e > dx = 3f+12ezdz = [ZeZ 3:1 [2-e‘3x+1: = [F(X)]:'1
—3a+t
0,5 sz 0,5 05¢ P b
d) ff(x)dx —fz x@ dx= [ 2eZdz_[2 eZ] = 2.8 = [F(x)]
0,5¢ a




f)

9)

h)

k)

0)

p)

a)

b2+1

b 2 b%+1 24P b
[fxydx = f( 3). 2x& dx = f —3ddz= [ 3e2} = [—3.ex = [F(x)]
a’+1 a a

a a a +1
b b 2 —b*+b-1 —b®+b-1 2 b b

= 5 -1 — — — — -1 _
[tdx = [(-2)- (~2x+De* *tdx = zf —2edz= [—2e2 S 2ER a_[F(x)]a
a a -a“+a-1
b b b®—b?—2bt 1 3 12 b

— 2 oy S ox2-2x+1 gy, — T e Ll At N BN SR | L b
JE)dx = [(3x* — 2x— 2)€ dx = 3 [ dz=le o [e = [FOOL
a a a—al—2ar 1

b
e~

jf(x)dx - [(x+3).eX]: - j’l-ede = [(x+3).eX}: ~le = [(x+3)ex—1é‘]: = [(x+2)-eX]: = [Foo°

b b
[foodx = [(—2x—1)-é‘ -

j“(—z)-ede = [(—2x—1)-e‘]:—[(—2)e%]: = [(—2x—1)e‘—ez)é}::

[(-2x+1)-€] = [Foa.

b b

Jf(x)dx :[x2~e": —f2x-€dx:[x2~ex [2xe?‘ f2é‘ d% [x2~e": - [er?‘:—[Zé‘: =

[xzex — 2xé + 2é]b = [(x2—2x+ 2)-ef‘}b = [FL,

b b

Jtodx = [(c+3) (e )]: ~ [1(e*)dx = [(fxfs).efxz - e = [(x-3e -

[(—x—4)e—x = [FL,

bf(x)dx = (—3x+11)~ééx i - b( 3)1e3X)dx = (—X+E)~e3x i —3e3xb =

{ B a { - 3 B 3 a 3 a B
b

(—x +1§l)e3x +—;e3x = [(—x+4)e3X:1 = [FL,

jf(x)dx = \( 6x—1)- (—= 3”1{) - j“(_e).(_ie—?’“l)dx = (2x+5).e*3x+1b [ Ee*%lb =

a a 3 3 a 3 a

b

(2X+l)e—3x+l +2 e—3X+l
3 3

[(2X+1)e 3X+l

= [F(),

b b b

1 5 1
_ et 2x+l_ L 2x+l

b 1 b1 5
f(x)dx =1(2 —5-—e2X+1 - [2-=2&dx = |(x — ) e***? =|(x—= =
{(x)x (2x )2 ) {2 X = [(x 2)e N ) (x 2)e > )
[(x—3)e2"+1]b = [F(x)}z
a
b b 1 1 b+11 1 b+l 1 ) b b
f(x)dx = | =-2x-——— = —.=dz = Inz =[=In(x* +1)| = |[F(x
f() f2 ) af+1 ()a2+1 2"N0¢ + 1) [FOOL,
(2b+ 47 (2b+ 47 b
ff(x)dx e towe [ 1 la =\—i =[— | = [Fea)
2 2 (2x+4) (2a+4)22 z 2z (2a+ 47 2(2x+ 4)a

ff(x)dx = f(l—i— In(x))dx = [X+x~|n(x)7x}2 = [F(x)]:1 (mit Stammfunktion des In aus Formelsammlung)
a a

b o . ) , 1 , b i
{f(x)dx = J;In(x)li[h(x) dx = [(xIn(x) =x)In(x)]. {(xln(x)—x)-;dx = [x(ln(x)) fxln(x)]a I(In(x) 1)dx

a

= [x(n(x))? =xIn() |, = [xIn() —x—x[7 = [x(In(x))? - 2xIn(x) + 2x]: = [FL,



b

b
[feodx = [ ( 1— (In(@— X)) )dx = f (n@—x)? dx

a

=[x + [(17 X)(IN(L— x)? — 2(1— x)In(l— x)}+ 2(+- x} = [(1f X)(IN(L— X)) — 21— x) N X} (& X} f

= [(1— X)((IN(L— x) — 2In(— x)}+ L+ jr: = [(1— X)(IN(L— x)— 1 + jz = [(1— X)(1— In(1— x))z]: = [FP
(Die 1 fallt bei der Differenzbildung weg!)

b 1-b b 1-b 1
NR: - [(In@—x) dx = [Inz:Inz dz=[(zInz—2)InZ__ - [ (zInz— z)-E dz
a 1-a 1-a
:[z(|nz)2—z|n{ - f(lnz 1)dz = [2(In 2 - z|n4 - [zinz—2- 4" =[z(n2f - 2zInzt 2%:’

= [(1— x)(In@— x))? — 2(1— x)In(— x4+ 2(+ x}a mitz(x) =1 - x

Aufgabe 11: Uneigentliche Integrale

OCl o0 _2 1
a) {deX:l c)f—dx—z e)f\/m g){xexdxzz
) [—L =1 o) [—Lox=2 f [erdc=1 n L orax= L

o (x o x%° 0 o X e

Aufgabe 12: Uneigentliche Integrale

T 1 1
Fiorn<1listA f—dx = [—xl‘”} =— und
0

o X 1-n 1-n

00 b
furn>1ist A:fidx: Iim{ixl‘”} :L_

1 X" b-=[1-n b n-1



