5.5. Aufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Stammfunktionen
Bestimmen Sie jeweils alle Stammfunktionen furfdigenden Funktionen:

a) f(x)=0 f) f(x)= % K) f(x) = X" mit n € R\{~1} p) f(x) = 16X* + x 7 +iz - 3_2
X X
b) ) =1 g) f(x) =% ) fx)=5¢-3x+6 q :gt - 2—\15
c) f(x)=2 h) f(x) = x* m) fx) =X -x+xX-x+1 N fx)=ax"+a. X" +..+ax+a
d) f(x) =a R ) f(x)=x7? n) f(u)=4d -3¢+ 7u s) f(t)=sint
e) f(x)=x Do) =x*t 0) f(x) = gxz ~3x+/x-5 t) f(t)=cost

Aufgabe 2: Hauptsatz und Eigenschaften des Integral
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 2 3 3
a) [ (—%xz—x+§)dx d) [x%dx, [x%dx und [x%dx (Intervalladditivitét)
-1 1 2 1
2 1
b) [ +x%dx e) [x?dx (Vertauschung der Grenzen bzw. dx < 0)
—1 2
_2 3
) [ (x*+3x+ 2)dx f) [ (x* —4x+3)dx (Flachen unterhalb der x-Achse bzw. f(x) < 0)
-3 0

Aufgabe 3: Flachen unterhalb der x-Achse
Berechnen Sie den Gesamtinhalt F aller Flachenyatieden Senkrechten x = a bzw. x = b sowie vonxe&chse
und dem Schaubild von f begrenzt werden:

a) fx)=¥-1mita=-1undb=2 d) f(x) Zx xmita=-1undb=1
b) f(x) = -X¥ -4x-3mita=-4undb=-1 e) fx)2xxmita=-1undb=2
c) f{x)=xmita=-1lundb=2 f) f(t)=sintmita=ztndb =x

Aufgabe 4: Flachen unterhalb der x-Achse
Berechnen Sie den Gesamtinhalt der Flachen, dihdlas Schaubild von f und die x-Achse eingeschiosgerden.

a) fx)=-xX+1 b) f(x) = X - 4x c) f(x) = X+ 3 d) f(x) =X - 3¢ + 2x

Aufgabe 5: Flachen zwischen zwei Schaubildern

Berechnen Sie den Gesamtinhalt A aller Flachen,ddieh die Schaubilder der Funktionen f und g soslie
Senkrechten x = a und x = b eingeschlossenen werden

a) fx)=—X+2,g(x)=-%+3,a=-1undb=1 d) f(x) Zxg(x)=x,a=0undb=2

b) f(x) =, g(x)=2,a=-1undb=1 e) f(x)2x(x) =%, a=-2undb=-1
) f(x)=3x,g(x)=-x+2,a=0undb=1 f) )fétsint,g(t):cost,a:%,b:%

Aufgabe 6: Flachen zwischen zwei Schaubildern
Berechnen Sie den Gesamtinhalt A der Flachen, diiehddie Schaubilder der Funktionen f und g einglessen
werden.

a) f(x)=¥,g(x)=2-% b) f(x)=x, g(x) =X c) f(x) =%, g(x) =x d) f(x) = X - 3x, g(x) = 2%

Aufgabe 7: Variable Grenzen
Geben Sie an, fur welches t die Flache A(t) genk& grol3 wird.

a) At = Ltf(—x2 —i—g)dx c) Alt) = Ltf(x2 —%)dx e) Al) = j(xz + t)dx
0 1 1

_ 2, 4 _ a2 A _ 2 2
b) A(t)—{(x +3x+1)dx d) A(t)—{(x 3% 1)dx f) A(t)—{(x 3tx+2)dx



Aufgabe 8: Substitutionsmethode
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe Eebstitutionsmethode'

2 2 2tx T
a) [(2x-e ?)dx f) k) p) [x-In(x?+1) dx
/ T Ty /
z 2 L 4x—10 $11x— 4 % (Inx)?
b) [ (4x-& ~*)dx 0) dx | dx q [—1-d
{ {(x2—5x+6) { x—1 /
1 05 1 2
¢) [e**idx 0 [ m) [X “ n [YNX gy
0 o X 2X +1 0 1 X
d) 5 *Xd ) 1 ) 1t2 d ) 2e|nxd
e *dx [ n x X s —dx
{ ‘!;x+1 fl ‘£ X
&) [é*dx [ o) [inx ox o [
Aufgabe 9: Produktregel
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe Besduktregel:
2 1 1 3
a) [(x-e)dx c) [ (x-e*)dx e) [(x*-e)dx 0) f (Inx)? dx
0 -1 0
1 2 e In x
b) [(x*-e*)dx d) [(x-e*)dx f) [x-Inx dx h) f
0 1 e

Aufgabe 10: Substitutions- und Produktregel mit belebigen Grenzen
Zeigen Sie durch Integration von f(x) Uber ein &eiges Intervall [a; b], dal’ F(x) eine Stammfunkton f(x) ist.

a) f(x) = 48" mit F(x) = 2&* 0 f(x) = (x + 3)&* mit F(x) = —(x + 4)&
b) f(x) = €%~ mit F(x) = -2&%> ! K) f(x) = (-3x + 11)& mit F(x) = (-x + 4)&
c) f(x) = -6€>* 1 mit F(x) = 2% *? ) f(x) = —(6x + 1)é** *mit F(x) = (2x + 1) **
d) f(x) = 2% €% mit F(x) = 2e°5° m) f(x) = (2x — 5)& " mit F(x) = (x - 3)&*?
e) f(x) = -6xe* L mit F(x) = —3¢* n) f(x) = ZL mit F(x) = = In( + 1)
x*+1 2
f) f(x) = (4x — 2)e X 1 mit F(x) = —2e ¥ x1 0) f(x)= ;2 mit F(x) = —
(2x+4) 4x+8
g) f(x) = (x + 3)é mit F(x) = (x + 2)& p) f(xX) =1+ Inx mit F(X) = Xnx
h) f(x) = (-2x — 1)& mit F(x) = (-2x + 1)& q) f(x) = (Inxf mit F(x) = x(Inx)? — 2xInx + 2
) f(x) = X% mit F(x) = (¢ — 2x + 2)& N f(x) =1 - (In(1 - x)§ mit F(x) = (1-x)(1-In(1-x)¥

Aufgabe 11: Uneigentliche Integrale
Schreiben Sie die folgenden uneigentlichen Integaid Grenzwert und berechnen sie ihn:

a) T%dx c) f—dx 9) jx-e‘xzdx
1 X 0

1

o) 1 =
d) f—dx f) [eXdx h) fiz-exdx
0 o X

{ (x +1)2
Aufgabe 12: Uneigentliche Integrale A
Geben Sie alle n > 0 an, fur die die Flachen A bzw. y
B zwischen der Hyperbel f(x) ="kund der y-Achse f(x)

bzw, x-Achse endlich sind und berechnen Sie ihren A \
Inhalt in Abhangigkeit von n. ™

v
x



5.5. Losungen zu den Aufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Stammfunktionen(c € R)

1
a X) = ¢ K) Fo(X) = ——x™+¢
) R(¥) ) Fe(X) ]
b) F(X) =x+c ) Fc(x)—gx—2x2+6x+c
1o 1., 145 1,
c) FRe(X)=2x+c m X)==X"—- =X+ =xX- =x“+x+¢cC
) Fe(X) ) R(X) c 2 3 5
d) Fe(x) = ax + ¢ n)E(u):u"—u?’+gu+c
1 2 l 3 3 2 2 1,5
e X)==X"+cC 0 X)= =X —=X"+=x"7"-5x+cC
) Re(X) > ) R(X) 2 > 3
f) Fc(X):EXSJfC p) Fc(x):Ex5+1x2—7x+c—E+E
3 2 X x2
9) F) = 5 X'+ @ RO=2¢- i+
1 5 @10y a -
h) (X)) =-=x“"+c r x——x + .. +—=X"+ax+c
) Fe(X) 2 ) R(X) -1 - > &
) Fe(X)=-x'+c s) Rt)=-cost+c
) FeX)=Inx+c ) R(t)=sint+c

Aufgabe 2: Hauptsatz und Eigenschaften des Integrsal

1 1
1., 3 13 1, 3 113 o2 oft 5 11, 8
a —=X"=X+2)dX = [-=X"—=X"4+=X| = —={xX"4+3x“"-9%| =-(-%)-(—F%)==FE
):fl(z ) 2T 2| LT ) =
2 2
1 1 8, ,1 1 3
b S4xAdx = |=x* +=x3| =(@+2)-(5 -2)=6= FE
)L(XH)X Rl 4+3)-(7 -3)=6,

_2 -2
c) f(x2 +3x+ 2)dx =

1 3 3 2
=X 4+—=X“+2X
3 2

2
= 1[2x3+ Ox2 + 124 =2 ke
., 6 3 6

19 26

d) fxzdx—s FE, fxzdx 3 FE, fxzdx—? FE,

e) fxzdx = —% FE

f) j(x2—4x+3)d + j”(xz—4x+3)d = |f| +|_ﬂ| = 8
0 1 3 3 3
Aufgabe 3: Flachen unterhalb der x-Achse
f 2 4 4 8
a) A= X2—1)d +f(x2—1)d =_+2 =ZFE
-1 1 3 3 3
b) A= f(—x2—4x—3)d + _fl(—x2—4x—3)d = |—f| +|f| -8
-4 -3 3 3 3
c) A= fx3dx + fx3dx = 1+4 :HFE
Y 4 4
d) A= f(x3—x)dx + f(x3—x)dx ~1,1_1 FE
-1 0 4 4 2




A= |03 xd + | [ xydx + | [ xydx = L+ 142
e = X®—x)dx| + x*—=x)dx + X*—X)dx| ==+ =+ = =
) fl( ) {( ) {( ) 27273
) A=2 f(sint)d\{ =4FE

0

Aufgabe 4: Flachen unterhalb der x-Achse
1

O _ 13 _,2_4
a) A—Z-{(—x +1)dx =2 —3% X =25 =5 FE

0

2
| =2|-4] =8 FE

1x4 — 2x?
4 0

2
b) A=2| [(x*—4x)dx| =2
0

1
+|

1 1
1 1 2 4
c) A=2 [(—x*+xAdx =2|-=x°+=x?| =2— =— FE
) {(X’LX)X [5+30 1515
1 2 1 1
d) A= [(x®=3x"+ 2x)dx+| [(x>—3x*+ 2x)dx|= Zx47x3+x2
0 1 0
Aufgabe 5: Flachen zwischen zwei Schaubildern
1
a) A= [1dx =2FE
-1
1 1
b) A=|[(x*-2)dX = 3= FE
) 3
0,5 1 1 1
c) A=|[ (4x—2)dX + [ (4x-2)dx = =+= =1FE
0 0,5 2 2
1 ) 2 ) 1 5
d A= X —x)dx| + xc—x)dx| = =+= =1FE
) {( ) {( ) 5%
toa 2 1
e) A= x°—x9)dx| = 6— FE
) [2( ) T
0,25r
f) A=| [ (cost-sint)dt=2y2 FE
—0,75r

Aufgabe 6: Flachen zwischen zwei Schaubildern

a) A= :f1(2x —2)d>{ =3
1 3 2 1
b)A:{(x—x)dx =5
c) A:}(x3—x)dx+j"(x3—x)dx i, .1
J ) 44 2
0 3 7 45
d) A:_fl(x3—2x2—3x)d>{+{(x3—2x2—3x)d>{ = L2 %1

Aufgabe 7: Variable Grenzen

t
a) A(l) = f(—x2+§)dx :—%t3+£t:2¢>t3—7t+6:0©t:l
0




_ 2 4 _1
b) A®) = [(x +3x+1)dx— 3t

3+§t2+t:2¢>t3—212+3t—6:0:>t:2
0

t

C) A(t): f(XZ—E)dXZEtS‘—Et—E*‘E :2(}:{>t3—t—6:O:>t:2
)T T T3 T3
t

d) A= [(C—ax—Ddx=2t-2¢-t-2+ 8 4200 -28-3t=0>1=3
)73 3 3 33
2

&) A= [(P+thdx =12+ tro Ll Lo T3 pniaia=10mt=-2
) 35725 T3 T2 T3 9

t
f) A= I(xz—gtx+2)dx = %F— ét2+2t:2¢> 2t=2=>t=1
0

Aufgabe 8: Substitutionsmethode
3 7

a) [(2x-€"2)dx = [efdz = € -e€? = 1096,50 mit z(x) =X~ 2
0 -2
2

2 2 2 0
b) [(4x-& *)dx = 2[2x- & *dx = 2[edz = 2(1-¢&°) = 1,90 mit z(x) =k~ 4
1 -3

1 4
c) [etldx = 1f3-e3x+ldx = 1fezdz = 1(e4 -e)= 17,29 mitz(x) = 3x + 1
3 39 3

1
1
J
0
5 5 -5
d) [eXdx = —[(-1)-e¥dx = - [€e’dz = —(€°~ 1) = 0,99 mit z(x) = ~X
0 0 0
0
J

0 1
e) [e¥dx = —[(-1)-€¥dx = -[e’dz = ~(e - & =51,88 mit z(x) =1 - X
3 -3 4
. 1 10
f f 1 de - fidz = l_l = 09mitz(x)=x+1
o (X+1) 1 22 Zh
X 1
4x—10 2 2
9 [ el N S R
o (X* —5x+6) X*—5x+6ly 3
05 2% 05 2x 1 ® 1
h) f " 5 dx = f > > = |— > = _
o X*—2x°+1 o (x*—=1) X1 3
1
i —— dx =In2
) {X
) 4
. x L inx? L
) dx = |=In(x*~1)| ==In5
£x2—1 2 2 2
1 1 1+t !
0 [lx-—2%lax = fxdx - [Ldz = |Ex?] - [tz = 2 —tin(@ + - Int) mitzpg = &+t
o X+t 0 t 2 2l ?
31y 2 Z
) fllx 44y = fllz+ T4y = f[11+1] dz = [11z+ 7In45 = 11+7In2= 1585 mitz(x) =x -1
2 x—1 1 z 1 z
1,2 1t 2 2 1+t 2 B
m [X lox = fﬂdz = [ |z—2t+ Y dz= £22—2t2+(t2+t)m% Sos Tt ot
0 X+t t z t ? t
1)-Int)
1,2 2_11 2 "
t2_1 t°—1 t°—-1(1 2
n x dx = xdx = Py =0
) —fl {2 t2 ;fl t? 12 |,




0)

p)

a)

s)

)

2
flnx dx = [x~|n xfx}f = (2Ih2 - 2) - (0 - 1)= 0,39 mit Stammfunktion aus Formelsammlung
1

1 1 2
fx-|n(x2+1) dx :%IZX-In(x2+1) dx = [Inz dz = %Inz— = 0,19 mit z(x) = X+ 1
0 1

N |-

3 2 In3
/e X) = [Zdz = (In3)3- Z(n2)° = 033 mit 2(4) = Inx
2 In2 3
) n2 In2
f\/lnx - "fz dz - Z, = 2 (n 2" = 0,38 mit z(x) = Inx
1 X In1 0 3
2e In2e
[ X = [z = Lan2ep- L = 0,93 mitz(x) = Inx
X 2 2
e Ine

j«ln(x +1)4
0

In2
1 5 .
X = z dz = =(In2Y = 0,24 mitz(X) =In(x+ 1
ol I 5 (n2) (x) = In(x + 1)

In1

Aufgabe 9: Produktregel

a)

b)

c)

d)

f)

9)

h)

z(x-ex)dx = [x-ex]i - Z"(Lex )dx = [x-eX = [(x—l)-ex]z =&+ 1=8,39

.-l
i(x2~ex)dx = [x2~ex]:J - i(2x~€)dx = [x2~exz

(Ergebnis aus a) einsetzen!)

- 2[(xfl)~e*}:) = [(x2—2x+2)~e*}2 = e - 2= 072

1 1

1 1 1

[ (x-€*)dx = |x Tex f(l-ie2X Ydx = x-tex| —|lex| - (EX—E)-QX -les Ee‘2—~~1,90
Z1 2 1 2 |, 4 |, |2 4 ., 4 4

2 2 2

[ (x-e™)dx = [x-(—e—x ) - f(l (—e*))dx = [ x-e*| -[e*] = [(—x—1). | =-3¢"+26"=033

1

1 1 1

[ (x%-e*)dx= [xz-(—e f(2x (—e*)dx = [—xz-e‘X + 2[(x-eX)dx = [—xz-e‘x ot
0 0
2[(—x ~-1-e* = [(—x2 —2x—2) e*X = -5@'+ 2= 0,16 (Ergebnis aus d) einsetzen!)

¢ & & & &

[x-Inx dx = ix2-lnx flxz—l - 11x2inx| - [Ex2 1x2(2Inx—1) :iez(Sez—l)z
e e 2 X e 4 e e 4
39,10

3 5 3 1 3 3

J@nx)? dx = [(xInx=x)-Inx]] = [(x:-Inx—x)-= dx = [x(lnx)z—xlnx]l - [J(nx-1) dx =
1 1 X 1

2 s B 2 3 _ 2 o
[x(lnx) xInxL [(xInx—x—x[ _[x(mx) 2x|nx+2x] = 30n3) - 61h3 + 6 — 2= 1,03

In x 2 In x (In2)?
——dx = | —| | | —d —d ——| | =
f X = fx nx =[Inx- nx fnx x:>f X nx- nx}

=0,24.
1 X 1

Aufgabe 10: Substitutions- und Produktregel mit bebblgen Grenzen

a)

b)

b b 2b 2b b )

[fodx = [2.2¢*dx = [2¢dz = [ZeZLa = [2-e2X = [Feol;

a a 2a

b b ~0,5b-1 o,

Jto00x = | (50 (09 tax= e N = O
—3b+

ff(x)dx = f (=6)- & ¥ Tdx = f2 (9e>tiax= | 2¢dz = |26 = [ee i = (Rl

—3a+1



d)

f)

9)

h)

k)

0)

p)

a)

0,51

b b 2 2 b b
JTdx = [2:x> dx= [ 2€fdz= [2 ez} = [Z-eo*5 = [FOL
a a 0,5¢ a
b b b?41 b241 , b b
JTdx = [ (-3)-2xe" 1 dx = J —3edz= -s¢], = [_3.ex 2 = [F()
a®+1 a a

a a a +1
b b —b%+b-1 bbbt b
Jfx)dx = [(-2)- (—2x+ De¥ > 1gx = [ —2€dz= [—Zez 2* = [—2.g ¥ =

5 —a“+b-1 a
a a —a +a-1
b b b%—b®—2bt 1 b b?— 2bt 1 b
Jf0dx = [(3x* - 2x— 2)e X -2xtlgy = [ dz=|€|, = (@ 2t

3 - 2br 1 a
a a a—al—2ar 1

b
e~

}f(x)dx = [(x+3)-eX}: - j‘1.ede = [(x+3)-eX}: -

b b
[foodx = [(—2x—1)-é‘ -

[(-2x+ 1€ = [Foa.

= [(x+3)e - 1é‘}: - [(x+2)-e?‘]:

FOOL,

= [F

= [F

j“(—z)-ede = [(—2x—1)-e‘]:—[(—2)e%]: = [(—2x—1)e‘—ez)é}::

a

b b
J()dx = [x2~e": - [2x-€dx = [x2~e" [2xe?‘] f2é‘ d% [x2~e": - [2xe?‘ :—[Zé‘ : =
[xzex — 2x€ + Zé]b = [(x2 —2x+ 2)- e?‘}b = [F(x)]:1
b b
[fdx = [(x+3).(—e—X): - [1(e*)dx = [(—x—3)~e"‘: - 7] = [(x-9er 1] =
[(—x—4)e—x = [FL,
}f(x)dx = \(—3x+11)~ééx ib - j(—3)-1€X)dx = lexg e b I o
a B a a 3 B 3 a 3 a B
b
(—x +1—3])e3x +—;e3" = [(—x+4)e3x b - [FOOL2
j‘f(x)dx — \( 6X— 1)( 3X+li f( 6)( —3X+l)dx — (2X+ )e3X+1b _ \_ge3x+lb
a a 3 a
b
(2x+ )e x| ; gl [(2x+1)e 3x41]P [F(X)]
1 po 1 5 n b 1
— ey L2l Loaxaigy =y 2y a2kl | L 2wl |y Oya2x+l Lo 2xr1
{f(x)dx-(Zx 5)2e2 ) {Zzez dx = |(x 2)e ) S€ ) (x 2)e 2e2
x99 = [F(x)}b
+11 1Pt o, P b
ff(x)dx = f 2x Ef EE dz = Elnza2+1— Eln(x —i—l)a = [F(),
(2b+4¢ (2b+ 4y b
ff(x)dx = f— dx = } R e :l 1 = [FOo
)2 (2x+ 4y eirap 2 2 22|50, a5 2(2x+ 4)| a

ff(x)dx = f(1+ Inx)dx = [x+x-In xfx}g = [F(x)]:1 (mit Stammfunktion des In aus Formelsammilung)

a a



r

ff(x)dx = flnx Inx dx = [(xInx— x)Inx

f(xlnx X)- —dx

[x(ln x)2 —xIn x}a - [xInx—x— x}a = [x(ln x)? —2xIn x+ ZXL = [F(x)]a

b b
[f(x)dx = [ ( 1— (In(1— x))z)dx

[(1f X)(IN(L— x)? — 21— x) Nl X} 2( x}:

[(1— X)((IN@— )2 — 2In(— x)+ D+ jr: = [(1— x)(In(1— x)— 1f + J]:

fallt bei der Differenzbildung weg!)
1-b

= K-

b
[ (In@—x)* dx = x|,

b
[x(ln x)?2 —xIn XE - [(nx—1)dx

= [(17 X)(IN(L— X)) — 21— x)IN(@— X} (& X} }:

= [a-0@e- na- x))z]: = [Fool (Die

. " 2 _ _ 1-b b 1 _ 5 1-b
NR: —{(In(l— x))? dx = [Inz:Inz dz = [(zInz—2)InZ_ ] - [ (zInz— z)-; dz = [z(ln 2z —zIn 41_51

l-a

b 1-b
— 2
1[a(ln z—1)dz = [z(ln 2z —zIn 41761

l-a

- [zlnz—z- z]i:z

[(17 x)(In(1— x))? — 2(1— X) In(t= x4+ 2(+ x}: mitz(x) =1 - x

Aufgabe 11: Uneigentliche Integrale

a) Txizdx =1

c) T%dx =2

{(+12 x =1 d)f—dx—

Aufgabe 12: Uneigentliche Integrale

1 1
Firn<1istA :findx = [ixl‘"} = % und fur n > 1 ist entsprechend Aﬁ—dx- lim [11
. 1o

1

o X 1-n

n

1

e)f

2 x+1

f) fe*xdle
0

) 1-b
= [z(ln z —2zInz+ 2%1
—a

o0 2 1

x-e X dx==

g){ >
1 1

1 — 1

h) | —-exdx==

[erac]

(=Y



