5.5. Prifungsaufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Begriffe zur Integralrechnung (4)
Erklaren Sie die folgenden Begriffe: Anderungsréteggral, Integralfunktion und Stammfunktion.

Losung
Die Anderungsrate an der Stelle xist gleich der 1.

Ableitung f'(Xo) an der Stelle x

b y
Das Integral [f(x)dx = orientierter Inhalt der A f(x)
a

Flache, die durch die x-Achse, das Schaubild von f, dig
Senkrechte x = a und die Senkrechte x = b begrenz} ff(x)dx

wird. / a

Xg
Die Integralfunktion I4(Xo) = ff(x)dx ist das %)
a

Integral als Funktion in Abh&ngigkeit von der olvere |
Grenze ¥ e b
Die Stammfunktion F,(xg) ist eine Funktion, deren a dx

Ableitung gleich f(x) ist: F'(Xq) = (o)

Aufgabe 2:Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: (4)
Erlautern und begrinden Sie den Hauptsatz der iffal- und Integralrechnung mit Hilfe der folgemd
Begriffe: Anderungsrate, Integral, Integralfunktiond Stammfunktion.

Losung

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Das
Integral von f Uber x zwischen a und b ist gleicér d y
Differenz der Funktionswerte der Stammfunktion aend ,

f(x)
b+h
Stellen a und bjf(x)dx = [F(x)}z = F(b)— F(a) j f(x)dx /
a b

Begrundung: Die Anderungsrate der Integralfunktion ist
!/

Xo
gleich dem Funktionswert an der Stelle %ff(x)dx} = f(b)

a

(1a(X0))’ = f(xo) = Die Integralfunktion ist eine | P~ » X
b b h b+h
Stammfunktion von f:[Xq) = F(Xo) = ff(x)dx = ly(b) =

a

la(b) — 14(a) = R(b) — F(a)
Aufgabe 3: Integralfunktion (10)

X

Gegeben ist die Integralfunktion I mit I(x) ¥ f(t) dt , xe Rund f(t)=¢ - 1.
-1

a) Untersuchen Sie | auf Nullstellen sowie Extrem- \viendestellen. (7)

b) Skizzieren Sie in einem Koordinatensystem die Soitder von | und f. (3)

Ldsung
a) I(x)= j‘f(t)dt —j(tZ—l)dt— 1t3—tx -l x-2 2)
1 1 3 1 3 3

Nullstellen bei x = —1 und % = 2. (GTR oder pg-Formel) 1)
Extremstellen beig= —1 und % = 1, da VZW von I'(x) = f(x) = £ —1 = (x — 1)(x + 1) (2)
Wendestellen beige= 0, da VZW von 1"(x) = f'(X) = 2x (2

b) Skizzen von f mit Beschriftung (GTR) (1)
Skizzen von | mit Beschriftung (GTR) (2)



Aufgabe 4: Stammfunktionen
Bestimme alle Stammfunktionen fir die folgendenkiomen:

a)
b)
c)
d)

e)

f)
)

h)

f(x) = 23 — %xz— 3
f(x) = 3¢ — 5 — 3x
f(x) =aX'mita€ R und ne Q

f(x) = x>"

f(x) = anx"' mitac€ R und ne Q

f(x) = 2x3
0=

X
f(x) = % +3x—4

X
f(x) = 3+/x
f(x) = X~/X
f(x) = 3v/x +4x -3
(x) = xtl

X

s 3x
f(x) = sin(x) + \/:

f(x) = 4(:05{l x] N
27 4

f(u) = 6u + 4t

f(t) = 6u + 4t

f(t) = 2 + 26¢°

3

Fc(x)=%x4—%x -3x+cmitce R

R(x)=x - Sy_ 3 icmitce R
4 2
F(X) = —2— x"*1+ ¢ mit ce R
n+1
R(x) = L1 ¢ mitce R
3n

a .
F(x) = =x"+cmitce R
n

R(X)=-X2+cmitce R

R(X) = 3 +cmitce R
X

F(x) = _E + §
X

2x2—4x+cmitc€[R1

Fc(x):ZX& +cmitce R
R(X)=0,4 X% /x +cmitce R
BX) = 2xJ/x + 26X - 3x + ¢ mit ce R

R(X) = In(x) - 1 +cmitce R
X
F(x) = —cos(x) + K/% +cmitce R
(1 1 5 :
F(x) =8sinf=x| — —x>+cmitce R
2 20

Ku) = 3 + 4tu + c mitcs R
Bt)=6ut+2f+cmitce R

R(x) = 2%t + %xz’[3 +cmitce R

Aufgabe 5: Stammfunktionen mit gegebenem Anfangswer
Gib zu der Funktion f zwei Stammfunktionepnund F, an, fur die [{0) = 0 und K0) = 2 gilt.

f(x) = - + 4x RO = —%x?' ¥ 2% Fx) = -éxs + 20+ 2

a)

b)

f(x) = 2 sin(x) R(X) = -2 cos(x) + 2 Fx) = -2 cos(x) + 4

Aufgabe 6: Stammfunktionen mit gegebenem Funktionsert
Gib zu der Funktion f eine Stammfunktion F an,di& F(1) = 2 gilt.

)= > +5Vx° F(x)=—§+2JF+3

a)

b)

X
)= 5 +3Vx F) = -+ + 2% +4
X

X



Aufgabe 7: Integration (2)
Berechne die folgenden Integrale

a) j:(x2 —1) dx = Ex3 —XI =18

b) Jj(x3—1) dx = Bx“ —XI =18
c) E(:sxs - 4)dx = Ex“ —4xI =60-8="52
d) ji(g—dex = [4In(x)-5x]; =9 - 5e

e) (sin(x)+ cos(x) dx = [-cos(x)+ sin(x]gj2 =1+1=2

sin(x)= cos(x) dx = [-cos(x)- sin(x]; = -(-1) - (-1) =2

=
:l'—-h“_:}’ o= e,

)

(sin(X)— co§1 (x)] dx = [—cos(x)+ tan(x}j?n =J2 -2

(2—cos(x))dx = [2x—sin(x)z =z~ 1. (N 2009) @)

=
OSN\:I EN)|

Aufgabe 8: Integralgleichungen
Bestimme die Losungsmenge der folgenden Gleichungen

a) J.(Zt—l)dt=2=> [tz—t]z =2 X¥-x=2=>L={1,-2}.
0

b)

O ey X

(3t2—2)dt 4 [t3—2t]: 4o xX-2x=4=L={2}.

c) (3t2—2t)dt=4<:> [t3—t2} =4 xX-¥=4>L={2)

X
0

O ey X

Aufgabe 9a: Flachen zwischen zwei Schaubildern (16)

Untersuche die Funktionen f und g auf Achsensgtumittte, Scheitelpunkte sowie gemeinsame PunktehgZei

die beiden Graphen in ein gemeinsames Koordinaséeisy Bestimme den Inhalt der Flache, die durch die
Graphen von f und g eingeschlossen wird.

a)f(x) =—x*+4x—2und g(x) =X — 6x + 6 b) f(x) = X — 4x+ 2 und g(X) = X+ 6x — 6

Ldsungen:

a) f(x) = —(x = 2f + 2= S(212), $,(01—2) und $u(2 =2 |0) 4)
9(x) = (x - 3} - 3= S3|—3), §,(016) und $aA3 £v3 |0) (4)
f(x) = g(x) & 0= 2¢ - 10x + 8 = 2(x = 4)(x = 1> Sa(1]1), Se2(4]-2). )
A= Jl'(f(x) -g(x))dx = {(—2x2 +10x- 8)dx = [—%ﬁ +5x2 —8xl = 136 - (—151] =9FE (4)

b) f(x) = (x - 2F - 2= S(2|-2), $,(012) und Sar(2 /2 |0) %)
9(x) = —(x - 3} + 3= S(3I3), $,(0/-6) und $143 /3 |0) (4)
f(x) = g(x) & 0= 2% — 10x + 8 = 2(x — 4)(X — 1 Sgu(1l-1), Sea(4[2). (4)
A= '!(g(x)—f(x))dx = {(—2x2 +10x— 8)dx = [—%ﬁ +5x° —8xl = 136 - (—151] =9 FE (4)



Aufgabe 10: Bestimmung einer Funktionsgleichung undintegration
Bestimme die Funktionsgleichung und den Inhalt ddéche, die vom Schaubild und der x-Achse
eingeschlossen wird:

e —— - — —

e — - —

a) ganzrationale Funktion 2. Grades

5 ’-T B
C) ganzrationale Funktion 3. Grades d) trigonoisehie Funktion
Ldsungen
f 1 2 1
a) fx)=-(x-2)(x+3)=-%-x+6 mitf(—xz—x+6)dx= §x3——x2+6x =+ +30=44
-3 -3

Ex“—gx3——x2+6x
4 3

b) f(x) = (x - 3)(x — 1)(x + 2) = X-2>¢ -5x + 6 mit f (x® —2x* — Bx+ 6)dx=

15 15 3

3
52
-== -6+ = +18 =15 und | (x> —2x*—5x+ 6)dx=
4 2 4 [( +6)

1x“—3x3—§x2+6x =20-— -20+
4 3 2 3

1

12 = —51 = gesamter Flacheninhalt A = £5+ 5} = 21i FE
3 4 3 12

2

=4 - 8 = —4= gesamter Flacheninhalt
0

1

c) f(x) = (x — 2)x(x + 2) = X —4x mit f(x3 —4x)dx = |=x* —2x?

A =4 + 4 = 8 FE wegen Achsensymmetrie zur y-Achse.
d) f(x) = 2-sin(x) mit stin(x)dx: [—2cos(x), =2 + 2 = 4= gesamter Flacheninhalt A = 4 + 4 = 8 FE
0

wegen Achsensymmetrie zur y-Achse.



Aufgabe 11: Bestimmung einer Funktionsgleichung unditegration (6)

Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen der beidazitionalen Funktionen sowie den Inhalt der voan
Schaubildern eingeschlossenen Flachen. GebenlSiaRzahlen auf zwei Nachkommastellen genau an.

LOosungen
a) fX)=—-(x+3)(x—-2)und g(X) = (x+2)(x - 1)x3)

A= f (g(x)—f(x))dx + f(f(x) —g(x))dx = 2,12 + 7,96 = 10,08 FE

-1,56

b) f(x) =—-(x+ 3)(x - 1) und g(x) %(x +4H(x+1)x-2)

A= f Q) —T(x)dx + f (F(x) —g(x))dx = 11,16 + 15,68 = 26,84 FE

c) f(x)= %(x +4)(x - 4)und g(x) = %(x +3)(x-1)(x-3)

A= f (f(x) —g(x))dx + f (9(x)—f(x))dx = 3,43 + 10,92 = 14,35 FE

—2,69 —-0,34

)
(4)

)

(4)

)

(4)



