5.5. Integralrechnung

5.5.1. Berechnung von Integralen mit der Streifenmethode

Definition:
Gegeben seien a, R mit a < b und eine auf [a; b] stetige Funktion f.

Der orientierte Inhalt der Flache, die durch

b
begrenzt wird, heif3t darintegral ff(x)dx ,/
a

von f Gber x zwischen a und b.

y
_ A f(x)
die x-Achse,

das Schaubild ddategranden f,
die untere Grenzex = a und
dieobere Grenzex = b

f(x)

Bemerkungen:
1.

2.

Der orientierte Flacheninhalt hat einpositives bzw. negativesVorzeichen wenn die Flache oberhal
bzw. unterhalb der x-Achse liegt.
Wird das Integral als Funktion in Abhangigkeit von deerelm Grenze b betrachtet, so nennt man es

Xg
Integralfunktion Ia(xo) = [ f(x)dx .
a

Das Integral 1ai3t sich mit beliebiger Genauigke&ib&hern, indem man es aSummeS, von n Rechtecker

mit denHo6hen f(x), f(xy), ... und der Breitdx = azwischen den Grenzenundb bildet. Dabei misset

die Stellen x, X, ... jeweils im 1., 2., ... Rechteck mit der Beelx liegen: § = f(X1)'Ax + f(xo)-AX + ... +

fx)))Ax. Fir n — o und AXx — 0 streben dann die Summen, Segen das Integral|

b
Sy — [f(x)dx fiir n— oo
a

Auch

Ubungen: Aufgaben zur Berechnung von IntegralerdenitStreifenmethode

5.5.2. Stammfunktionen

Definition:
Eine Funktion F heiltammfunktion zur Funktion f, falls F'(x) = f(x) fur alle ¥ D.
Das Bilden der Stammfunktion ist die Umkehrung Abkitens und wird daher au&ufleiten genannt.

Aufleitunsregeln:

Funktion f(x) = Stammfunktion £x) =
Konstante Faktorena x) aGe(x)
bleiben unverandert 9 ¢
Summen werden einzeln
aufgeleitet 909 +h(x) G(x) + H(X)

. 1 .
Potenzfunktionen X" mit n € R\{-1} ——x"+c
n+1
Xt Inx + ¢
. . _ + _ a

Ganzrationale Funktionen A+ a,. X" '+ .. +ax+ g niﬂx” Ly % X"+ ... +71x2 +ax+c

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 1



5.5.3. Berechnung von Integralen mit Stammfunktionen

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir stetige Funktionen
Gegeben sei eine auf dem Intervall [sstgtige Funktion f(x) mit derStammfunktion F(x). Das Integral von
Uber x zwischen a und b ist gleich der Differene Fienktionswerte der Stammfunktion an den Stellendb:
b
b
JTedx = [F(x)]. = F(b) - F(a)
a

. y
Beweis: A )

b / b+h
i f(x)dx] = (I(b))’ [ f(x)dx
a b

. a(b+h)—1,(b)

= lim
h—0 h
1 (bth b f(b)
- r@oﬁ Ja“f(x)dx—faf(x)dx .
|
LN . & h b+h
- hILno h { (xdx
= f(b),

b+h
denn wegen deBtetigkeit von f strebt f f(x)dx gegen f(bh fur h— 0. Dazu wahlt man die Stellepyxund
b

Xm € [b;b + h], an denen f den kleinsten bzw. groRteert¥m Intervall [b;b + h] annimmt. Diese Stell
existieren, weil das Intervall [b;b + h] abgesckkrs und f stetig ist. Dann gilt die Abschatzung,{h <
b+h

f f(x)dx < f(xpm)-h. FUr h— 0 streben j, und xy gegen b. Wieder wegen der Stetigkeit von f stretsm
b

b+h
auch f(xmn) und f(x%y) gegen b d.h. f f(x)dx strebt gegen f(H).
b

Damit ist gezeigt, dass,(b))’ = f(b) < 1(b) = R(b) = R(b) + c. Zur Berechnung von c setzt man b = a
erhélt 0 = }(a) = Rk(a) + c< ¢ = —R(a). Durch Einsetzen ergibt sich die Form@h) = R(b) — R(a).

)
5

und

Beispiel:

2 2
2 1.3 1., 1.5 22
X“+5)dx = [=x°+5x| =(=2°+52)-(=1°+51)=—

{( ) 3 (3 ) (3 ) 3

1
Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 2 &) —
5.5.4. Eigenschaften des Integrals

Intervalladditivitat

Beispiel: Aufgaben zur Integralrechnung Aufgabe 2d)

2 1 ) 7 B
a) [x%dx = |=x° = =
1 3 1 s 74
3
1 19
b) [x%dx = |=x3 = =
)] - :
g 13 26
c) [x%dx = |=x e 3.
1 3 h s L.l
3 o4 A
= [x%dx + [xdx. N

1 2




Intervalladditivitat des Integrals
Gegeben seien die Grenzen a, B,R mit a < b < c und eine auf [a; c] stetige Funktionit f(x) > O fiir alle xe

[a; c]. Dann gilt
jf(x)dx = }f(x)dx + jf(x)dx
a a b

In Worten:
Das Integral Uber das Gesamtintervall [a; c] a8t als Summe der Integrale Gber die beiden Teifiatle [a

b] und [b; c] schreiben.

Vertauschung der Grenzen
Beispiel: Aufgaben zur IntegralrechnuNg. 2 e)

2 1

Wl

wl~

Ll
3

I
w| oo
1]

wl~

1
aberf x2dx =
2

Wl

_8_
3

1 2

Vertauschung der Grenzen
Vertauschung von oberer und unterer Grenze bzegtation von rechts nach links fihrt zu Vorzeichechsell,

da dieStreifenbreite dx < 0 ist:
}f(x)dxz F(@@) - F(b) = -(F(b) - F(@)) = bef(x)dx .
b a

Bemerkung:
Liegt die "obere" Grenze links von der "unteren" Grenze a, so summiert man beildepezmethode von

rechts nach links und digtreifenbreite dx erhalt ein negatives Vorzeichen.

Flachen unterhalb der x-Achse

Aufgabenblatt zur Integralrechnumdy. 2 f)

1 3
A = f(x2—4x+3)d>{ + f(x2—4x+3)d>{
0 1
= ﬂ£| +ﬂ—£|
3 3
- 8
3

Flachen unterhalb der x-Achse
Flachen, die unterhalb der x-Achse liegen, werdsgativ gezahlt, de
die Streifenhthef(x) < 0 ist:

b
ff(x)dx < 0, falls f(x)< 0 fur alle x€ [a; b].
a

Bemerkung:
Zur Berechnung von Flachen, die unterhalb der xsacliegen,
verwendet man deBetrag des entsprechenden Integrals

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 3 und 4



Flachen, die durch zwei Schaubilder begrenzt werden

Beispiel. Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 5 a)

1
A = [(g(x)—f(x)dx
21
1
f 1dx
21
X[

-1
2 FE

Inhalte von Flachen, die durch zwei Schaubilder begnzt werden
Gegeben seien zwei Funktionen f und g, mit #xg(x) fur alle x€ [a; b]. Dann l&sst sich der Inhalt A der
Flache, die durch die Senkrechten x = a und x evbiesdie Schaubilder von f und g begrenzt wird,lategral
Uber f(x) — g(x) (= Streifenhdhe) berechnen:

b
= [(f() —g(x))d

Bemerkung:
Schneiden sich die Schaubilder von f und g innérdak Intervalls [a; b], so mul3 das Integral irsr@chendge
Teilintervalle aufgeteilt werden, so dass im Integlen immer die oberhalb der Flache verlaufendé&tieumein
positives Vorzeichen besitzt. (od@etrage verwenden)

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 5 - 7

5.5.5. Die Substitutionsmethode

Satz Uber die Substitutionsmethode bei der Integrabn

FUr eine auf [a; b] differenzierbare Funktion z wige auf [z(a); z(b)] integrierbare Funktion ftgil
z(b)

f z'(x)-f(z(x))dx = [ f(2)dz

z(a)

Bewe|s
Man geht von der Kettenregel der Differentialragatm aus:
(f (z(x)))' = Z'(0f(z(x) | Integration von x = a bis x = b auf beiden Seiten
b b
f f(z(x)) 'dx = fz‘(x)-f '(z(x))dx | Hauptsatz fur Integration (bdx auf der linken Seite anwenden
a

b
f (z(x))]:1 = [z'(x)-f '(z(x))dx

b
f(z(0)) - f(z(a)) = [ Z'(x)-f (z(x))dx

b

[f (Z)Eg = f z'(x)-f '(z(x))dx | Hauptsatz fir Integration Ubde auf der linken Seite anwenden:
a

z(b) b

[f@dz = [z'(x)-f(z(x))dx

z(a) a

In der Anwendung betrachtet man die du3ere Ablgifi{m) als Ausgangsfunktion und formuliert die @leung
daher mit f anstelle von f*:
2(b) b
[ f@dz = [z'(x)-f(z(x))dx
a

z(a)




2(b)
Beispiele fz '(x)-f(z(x))dx = [ f(z)dz:

z(a)

Lo

ox- € dx = fezdz = ¢ - mitz(x) =¥ und f(z) = &

1

|

1

1 , 11 , 6
2. fx~ex+5dx:—f2x~e?<+5dx:fezdz:ee—esmitz(x):>3+5undf(z):é

0 2

3 3 8

3X 2 1 2 1 2 2.8 . 1

3. dx = = [2x- Z [Zdz==(0n8-In3)==1In= mitz(x) =¥ -1 und f(z) ==

lxzfl 3[ X2 1 3{2 3¢ )=3ing mitz() @ =

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 8

5.5.6. Produktintegration

Satz Uber die Produktintegration oder teilweise(patielle) Integration

Fur auf [a; b] differenzierbare Funktionen g ungilh }(g (x)- h(x))dx = [g(x)- h(x)]z - j(g(x)- h*(x)) dx

Beweis
Man geht von der Produktregel der Differentialragimaus (von rechts nach links gelesen)
gepx) o+ gOm'(x) = (9()-h()" =

Da die Stammfunktion der linken Seite bekanntlégit sich daraus auch eine Regel fir die (zumingdsteise)
Integration von Produkten gewinnen:
b

b b
J(@e)-h))dx + [(g(x)-h'x)dx = [(g(x)-h(x)'d

a

= [g()-h(x)];

Beispiele:}(g'(x)- h(x))dx = [g(x)- h(x) j g(x)- h'(x)) dx

a

1 1 1 N N N
1. x-€)dx = [[e-x]dx =€ -x e -Ydx=1|e" x| -l =& (x=-1) =
o= e =, - (e n=fer -] = o
2. j((X-FﬂT)-COSX) dx = j (cosx} (x+m) dx = [(sin X)- (x+)]; j (sinx)- 1) dx = [(sin X)- (x+)];
0 0 0

~ [cos X = [(sin X)- (x+7)— cos} =

2 2 2
3. f Inx)d fllnx)dx— X- Inx f[x—dx—[x Inx] [x]l2 =[x-|nx—x}f=2ln2—1
1 1 1

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 9 und 10

5.5.7. Partialbruchzerlegung

Satz Uber die Partialbruchzerlegung echt gebrochemtionaler Funktionen

. . a b ax, +b
Fur a, b, x, X € R und % # x, gilt ax+ b = A + B mit A = %+ undB=2—Jr
(X=X)-(X=X3) X=X X=X, Xy =X Xz =Xy
Beweis:
A N B :A~(x7x2)+B-(x7x1):(A+B)-X—Ax2—Bxl: ax+ b & (A+B)X -
X=X X=Xz (X—=Xp)- (X—X3) (X =xp)- (x—=X3) (X—=Xp)- (X—X3)
b b
Axl—Bx22ax+bee[R<:>A+B:aund—Ax—Bx2:b<:>A:ax“L und g =222
X3 — X3 Xy —Xq




Beispiel: ax+ b e e e dp=2eth
(X=X)-(X=X3)  X=X3 X=X, X1 =Xz X2 =X
3 3 3 3
[—2dx= [—2 dax= [—Tdx - [—Todx = [nx+Df - [Inx—Df =n2 —in =in8
px°—1 (D=1 x4l 5x-1
5.5.8. Uneigentliche Integrale
Definition 1y e
Wenn sich eine Kurve fiir x> + o oder x— aschnell genugeiner 0o I
Koordinatenachse oder einer anderen Kurve annakertyergiert 1 o
auch die entsprechende Flache gegen einen Flaememggrt. Die 0,8 - | | |
Flache hat dann zwar eine unendliche Ausdehnung keide ! ! !
geschlossene Umrandung, besitzt aber trotzdem eindliche 0.7 ! ! !
Maf3zahl. SolcheGrenzwerte von Integralen nennt man daher 0,6 - ! ! !
uneigentliche Integrale Man schreibt abk[]rzend:ff(x)dx = 0.54F - F”f”ﬂl”*
a o4l
b b b | |
i . = | 034\ -
lim Jf(x)dx bzw. [ f(x)dx allmm Jf(x)dx moorooa
2 = 2 024 o
Beispiel: 0,14 i i i
7 1 ‘7 _ b — 0 T T T l 1 X
dx = lim =i = 12| =
o (+1°  bog (k1) be|(x kD B (b2 otz s s
Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 11 ud 1
5.5.9. Numerische Integrationsmethoden
Lineare Naherung mit der Sehnentrapezregel
b y A
JTodx =8+ 5
a f(x)
fa)+ 2P £12E0) )
—a b—a S
_ . N S
2 2 2 2 a+ b} [f(b)
_ f
_ b a[f(a) +of a+b +(b)] f(a) 2
4 2
> X
a pla atbpa b
2 2 2
Quadratische Naherung mit der Kepler'sche FalRregel
b 2 T
[fo)dx = 28+ SHT
a 3
2 1 y A
= — + + =T
3(81 S) 3
:bfa[f(a)+2-f a+b +f(b)]+}(b—a)fa+b T
2 3 2
o o T f(x)
= 278 i(a) + 4f| 22| + 10 a+hb
6 f
2
> X
a> ' “b
b-a



Beispiel:

2 . 3
1. Lineare Naherung mit Sehnentrapezregek®dx = %L[l3 + 2 [lLZZ] + 2% = %3 =3,9375
1

2 . 3
2. Quadratische Naherung mit Keplerscher FaRrefiafidx = %L[l3 + 4[1L22] + 2% = 175 =3,75 ()
1
2 147 _15
3. Exakter Wert mit dem Hauptsatz (Stammfunktiofjx*dx = ZX4 = 3,75
1 1

Ubungen: Anwendungsaufgaben zur Integralrechnurfgafe 1

5.5.10. Inhalte von Rotationskorpern

Satz (Rotation um x-Achse)
Gegeben seien a,&dR mit a < b und eine auf [a; B}etige Funktion f mitf(x) > O fiir alle x€ [a; b]. Dann ha
der Koérper, der durch Rotation des SchaubildesfwnBereich [a; b] um die x-Achse entsteht, dasuveen

V= ﬂ-j(f(x))z-dx

> <

y
A f(x) f(x)

b
Jf(x)dx

b
| - [(f(x))?-dx

—

Beweisidee

b

Die Flacheff(x)dx zwischen Schaubild und x-Achse lasst sich mitebidier Genauigkeit annahern, indem
a

man die Summ& derFlachenf(x)-dx derRechteckemit Hohe f(x) undBreite dx zwischen den Grenzerund

b bildet. Bildet man stattdessen die SurBgerVolumina n-f(x))%dx derZylinder mit Radius f(x) und Hohe

b
dx, so erhalt man entsprechend das Vqumem\/f(f (x))? -dx zwischen rotierendem Schaubild und x-Achse
a

Satz (Rotation um y-Achse)

Gegeben seien a,® R mit 0 < a < b und eine auf [a; Bjetige und streng monotone~unktion f mit der

Umkehrfunktion -. Dann hat der Kérper, der durch Rotation des Saildes von f im Bereich [f(a); f(b)] um
f(b)

die y-Achse entsteht, das Volumen Vi= [ (f *(y))?-dy .
f(a)

Beweis klar

Ubungen: Anwendungsaufgaben zur Intergralrechnun@®N 5



