5.6. Aufgaben zu Differentialgleichungen

Aufgabe 1: Einteilung von Differentialgleichungen

Untersuche die folgenden Differentialgleichungefi@rdnung und Linearitat

a) Y'(¥) = (Y + 2y(x) -4 c) 0=(y"(x)f -3 y()

b) y"(x) = -y'(X) + 2 y(x) d) y'(x) = 0,02y(x)-(5 -y(x))

Aufgabe 2: Trennung der Variablen
Gib die Losung der folgenden Differentialgleichungai dem gegebenen Anfangswert an und Uberprufshdur
Einsetzen:

a) y'(x)=xy(x) mity(0) =1 f) y'(x) =0,2y(x) mit y(0) =1

b) y(x) = xy'(x) mit y(1) = 2 9) y'(x) = -0,ly(x) mit y(0) = 2

©) Y'(¥) = =x(y(x))" mit y(1) = 2 h) y'(x) = 0,410 -y(x)] mit y(0) = 2

d) x=y(xyy'(x) mity(0) =2 )y = 0,()201y(x)-[10 —y(x)] mity(0) =1
€) Y(X)y(x) =X +3mity(0) =0 1) y(x) = w%y(x) mity(0) =2

(Ansatz: y(x) = Asin[b(x —c)])

Aufgabe 3: Radioaktive Strahlung

Durch den teilweisen Zerfall der strahlenden Suizsteerringert sich die Starke[ |sotop [ w/d™
einer radioaktiven Strahlungsquelle mit der Zeitie DAnderung dl der [B7cg 0,023
Intensitat | ist fir sehr kurz&eitspannendt proportional zu | und zu dt: 1313 0,085

dl = h-dtl. Ra 1,186L0°
Die Proportionalitatskonstanfe nennt manZerfallskonstante der strahlenden 7395 4316107

Substanz. Dieelative Intensitatsanderungist also
dl

') = — =1 I().

=5 =0

Geben Sie die Lésung I(t) fur die nebenstehenden Isotopgegebenem Anfangswert 1(0) = 100 an und
berechnen Sie ihidalbwertszeitent,,, (= Zeit, nach der | auf die Halfte abgesunken ist).

Aufgabe 4: Lambert-Beer-Gesetz

Elektromagnetische Strahlen wie z.B. Licht, Réntgen- ader

Strahlung wandeln sich beim Durchgang durch Materie in andere

Energieformen (grof3tenteils Warme) um und werden dabei | V4
abgeschwacht. Didnderung dlI der Intensitat | ist fir sehr > | - di .
kurzeWegspannendx proportional zu | und zu dx:

dl = B-dxl. A

Die Proportionalitatskonstante 8 nennt man dx
Absorptionskoeffizientn des absorbierenden Mediums. Die

relative Intensitatsanderungist also

d
10 = = =10

Beim Arzt werden Réntgenstrahlen je nach Korperteil bzw =

Schichtdicke mit einer Intensitit von 50 - 500 k\,‘%/rl]m Ilzékfv picm Anwendung
(Kiloelektronenvolt) benutzt. Der Absorptionskoeffiziembn : : 8535 -
Blei fiir Rontgenstrahlung mit 124 keV it= 43,2 cmt. Wie | 205 | 248 | 6145 | Fernsehrohre
dick muss eine Bleiweste sein, die 99 % dieser StrahB@1 | 1240 | 43,2 Rontgenapparat
absorbieren soll?

Aufgabe 5: Barometrische Hohenformel fur den Luftdruck

F
Der Druck p = Kg in der Hohe h kommt durch die auf der Flache A

+
lastendeGewichtskraft F; = mg der dariiberstehendémiftsaule mit der P p+dp
Massem zustande. g = 9,81 m/st die SchwerebeschleunigungDa die
Luftsule (theoretisch) unendlich hoch ist und ilbé&chte p(h) mit
steigender H6he h abnimmt, lasst sich ihre Masslat iirekt aus m -V
berechnen. Schneidet man in der H6he h eine seimedBicheibe der Dicke A >

dh aus dieser Luftsaule aus, so lassen sich italet&i(h) und ihr Volumen } dh
dV = A-dh berechnen und ihre Masse ist dp()-dV = p(h)-A-dh.
Der Druck &ndert sich also in der Hohe h durch Eerifall dieser Scheibe

dF, .
umdp =—C = % = —p(h)-gdh.

Die relative Druckanderung ist damit




’ dp
p(h) = 4 =M.
Die Dichte p(h) der Luft ist bei T = 300 K nach deatigemeinen Gasgesetaber wiederum proportional zum
Druck:

p(h) = cp(h) mitc = 1,159 = 1,1510° ¢
m° - bar
Bestimmen Sie die Formel fur den Luftdruck p(hdier H6he h unter der Annahme p(0) = 1 bar. Wie gsbRR

der Luftdruck in 2000 m und in 8000 m H6he?

Aufgabe 6: Stokes-Gesetz fiir Reibungswiderstand e2n Kugel bei laminarer Stromung
Eine Kugel aus einem Material der Dightmit dem Radius r hat das Volumen

4
V= Enr3 und die Masse m pV. Sie wird durch digsewichtskraft Fg = mg FRT Fr

mit g = 9,81 m/$ nach unten gezogen. Infolge ihrer Massentraghiekt in

entgegen gesetzte Richtung dieAgheitskraft Fr = —-ma(t) = —-mv'(t). In

einer Flussigkeit mit deviskositat 22 wirkt auRerdem di&keibungskraft Fr

= —6n- 1 -r-v(t). Insgesamt missen sich alle drei Krafte ausigés: F; + R +

Fr = 0. Setzt man die obigen Beziehungen in die Khilfinz ein, so erhalt

man eine Differentialgleichung, die das beschrankte Anwachsen der
Sinkgeschwindigkeit v(t) beschreibt. Bestimme die Sinkgeschwindigkei) lFG

einer 10 cm dicken Stahlkugel mit d@ichte p = 7,8 g/cni, die in Wasser mit
n = 1 Ns/nf versinkt.

Aufgabe 7: Laden und Entladen von Kondensatoren
Bei einem Kondensator ist das Verhaltnis dafgenommenen Ladung
Q(b) in As zurangelegten SpannundJc(t) in V zu jeder Zeit t in s konstant Uc=Q/C

t
und wirdKapazitat C = | Q) | genannt.
Uc(t)

Beim Laden missen nicht nur die bereits auf dem Kondensatimenslen
Ladungen Y = -CQ(t) , sondern auch dénnenwiderstand R, in ¢ =

V/As der Spannungsquelle {berwunden werden. Ihrmaximale v
Klemmenspannung U, wird nur erreicht, wenn kein Strom flie3t. Sobald |‘—|:|‘—
der Ladestrom I(t) flie3t, verringert sich die Klemmenspannung aen

Betrag W(t) = —R-I(t). Die Stromstarke I(t) beschreibt die Anderung der Uo Ur=RI

Ladung pro Zeit: I(t) = Q’'(t). Insgesamt mussenhsille auftretenden
Spannungen im Stromkreis aufhebeg+Uc(t) + Ui(t) = 0. Setzt man alle
obigen Beziehungen in die Spannungsbilanz ein, whdlte man eine

Differentialgleichung, die dasbeschrankte AnwachserderLadung Q(t) Uc=Q/C
beschreibt. Berechne die Ladung Q(t) und den Lemlasi(t) fir einen
Kondensator mit C = 5 As/V und eine SpannungsqueitdJ, = 25 V und 2

R = 5 V/A. Wie lange dauert es, bis eine Ladung #@As erreicht ist?.

Beim Entladen entfallt die Klemmspannung (& 0) und die Ladung flief3t
in umgekehrter Richtung wieder zuriick. Diesmal lgrgsich eine
exponentielle Abnahme fiir Q(t). Berechne Q(t) uf® fiir die obigen "—>|:|—>
Zahlenangaben. Wie lange dauert es, bis nur ndcA9yorhanden sind? Ug = RI




Aufgabe 8: Induktionsstrom bei Spulen
Bei einer Spule ist das Verhéltnis anduzierter Spannung U;,4(t) in V ,
zur Stromanderung I'(t) in A/s zu jeder Zeit t in s konstant und dir U =Ll

Uli%tgt) genannt. -

Beim Anschalten der Spannungsquelle muf3 nicht nur die

Induktivitat L =-

Induktionsspannung #d = -LI'(t) der Spule, sondern auch der

Innenwiderstand R, in Q = V/As der Spannungsquelle Uberwunden v
werden. Ihremaximale Klemmenspannung Uy wird nur erreicht, wenn |<—|:|<—
kein Strom flie3t. Sobald deBtrom I(t) flie3t, verringert sich die

Klemmenspannung um den Betragt)J= —R-I(t). Insgesamt missen sich Uo Ur=RI

alle auftretenden Spannungen im Stromkreis aufhdlen U q(t) + Ui(t) =

0. Setzt man alle obigen Beziehungen in die Spagshilanz ein, so erhalt

man eineDifferentialgleichung, die dasbeschrankte Anwachsendes

Stromes I(t) beschreibt. Berechne den Strom I(t) fur eBmule mit L = 5

Vs/A und eine Spannungsquelle mig § 25 V und R= 5 Q. Wie lange U = LI

dauert es, bis ein Strom von 4,9 A erreicht ist?.
¢ -' A

Beim Abschalten der Spannungsquelle entfallt die Klemmspannung=U
0) und die plétzliche Abnahme des Stromes induzieit Spannung hd(t),
die einen gedampften (=exponentiell abnehmendemrSt(t) zur Folge
hat. Berechne I(t) fiir die obigen Zahlenangabere W&hge dauert es, bis

nur noch 0,1 A flieBen? V—>|:|_,

Ur=RI

Aufgabe 9: Bakterienkolonie

Eine Bakterienkolonie in einer 80 &mgroRen Petrischale bedeckt zur Zeit t = 0 Minire Flache B(0) = 1
cn?. Die Wachstumsrate B'(t) ist proportional zur seHwedeckten Flache B(t) und zum noch zur Verfiigung
stehenden Platz in der Petrischale. Bei einer heeledlache von 40 chwurde eine Wachstumsrate von 0,16
cnf/min festgestellt. Wieviele Minuten nach Ansetzet Hultur fand diese Untersuchung statt? Wievief cm
wurden nach 24 h erreicht?

Aufgabe 10: mechanische Schwingung

Ein Gewicht derMasse m hangt an einer Feder mit de
Federkonstante D. Ist es um die Strecke s aus sein
Ruhelage entfernt, so wirkt dRelickstellkraft Fp = —D-s(t).
Dabei erféahrt das Gewicht eine Beschleunigung &t glie
die Tragheitskraft F = —ma = —-ns”(t) zur Folge hat.
Insgesamt muss oF + F, = 0 gelten. Bestimme die
Periodendauer und die Frequenz der Schwingung,
entsteht, wenn man ein Gewicht der Masse m = 0,hrkg
einer Feder mit D = 0,1 N/cm = 10 N/m ugh=s 1 cm aus
seiner Ruhelage entfernt und dann loslasst.

Aufgabe 11: elektrischer Schwingkreis

Ein Kondensator mit der Kapazitat C und eine Spuiteder Induktivitat L
werden durch supraleitende Kabel miteinander vatbonso dass R = 0.
Der Kondensator wird durch eine au3en angelegtaergpasquelle auf die
Ladung Q = @J, gebracht. Nachdem die Spannungsquelle wiederrantfe —H—
wurde, flieRt die Ladung Uber die Spule wieder zkrind erzeugt dabei
eine Induktionsspannung i = LI'(t) = L-Q”"(t). Die Spannung am

U =LQ”

Kondensator ist dabei JJ= 9 Insgesamt muss ;|4 + Uc = O gelten.

C
Bestimme die Periodendauer und die Frequenz dewiSghng, die r— }—>
entsteht, wenn man ein Kondensator der Kapazitatl0 AS/V mit einer
Spule mit L = 5 Vs/A mit Y = 10 V aufgeladen und dann abgeklemmt Uc=Q/C

wurde.



5.6. Lésungen zu den Aufgaben zu Differentialgleichungen

Aufgabe 1: Einteilung von Differentialgleichungen

a) nichtlineare DGL 1. Ordnung ¢) nichtlineare D&LOrdnung
b) lineare DGL 2. Ordnung d) nichtlineare DGL 1d@ung
Aufgabe 2: Trennung der Variablen
1
a) y(x}= eXp(E x%) f) y(x) = exp(0,2x)
b) y(x) =2x 9) y(x) = 2exp(-0,1x)
2
c) y(x) = Z h) y(x) = 10 —8exp(-0,2x)
(.2 . 10
d) y=+X +4 |) y(X):m

e) y= /% x3 4+ 3x i) y(X) = 2cos (X)

Aufgabe 3: Radioaktive Strahlung

I(t) = 100exp(-:t) mit t in Tagen. Halbwertszeit;z = '”TZ = 30 Tage fur®*'Cs, 8,1 Tage fut®', 584441,1
Tage = 1601 Jahre féfRa und 1,6.0"2 Tage = 4,4 Milliarden Jahre f&?U

Aufgabe 4: Lambert-Beer-Gesetz

In0,99 _

I(X) = 124exp(-43,2X) mit | in keV und x in cm. I(x) = 0,9924 = 0,99 = exp(-43,) = x = 432

0,000 23 cm (1)

Aufgabe 5: Barometrische Hohenformel fur den Luftdruck

p(h) = p(0)exp(—eg-h) = exp(-11,2807>x) mit p un bar und x in m> p(1000 m) = exp(-0,1128) bar0,89
bar und p(8000 m) = 0,41 bar.

Aufgabe 6: Stokes-Gesetz fiir Reibungswiderstand esn Kugel bei laminarer Stromung
4
Der Radius der Stahlkugel ist r = 5 eémMasse m pV = pEnr3 =4,08kg.E+ K +FR=0=> mg-mv'(t)

6r-m-r

-6 nrv(t) =0= Vv(t) =g - v(t) = 9,81 m/§ -23,07 1/s/(t) mit v in m/s und t in s> v(t) =

m-g

. ¢l —exp{m-t]) = 0,42(1 —exp(-23,0) mit v in m/s und t in s> Sinkgeschwindigkeit 0,42
-1 T m

m/s

Aufgabe 7: Laden und Entladen von Kondensatoren
u
Ladevorgang beschranktes WachstumUy + Uc(t) + Ui(t) = 0 = Uy —CQ(t) -R-Q'(t) = 0= Q'(t) = R_O

_R£ Q) =5A-1/sQ() © Q(t) =5(1 —exp(-t)y mit Q in Asund tin &> I(t) = Q'(t) = Sexp(-t) mit | in A

undtins. 49As=Q( t=In500 3,91 s
Entladevorgang exponentielle Abnahme Uc(t) + Ui(t) = 0= -CQ(t) -R-Q'(t) = 0= Q'(t) = _R£ Q) =-5
i

Q) & Q(t) =5exp(-t)y Mt Qin Asund tin s> I(t) = Q'(t) = -5exp(-t) mit I in Aund tin s. 0,1 As = Q%
t=In50® 3,91 s



Aufgabe 8: Induktionsstrom bei Spulen

U
Anschalten: beschranktes WachstumUg + Ujg(t) + Ui(t) = 0 = Uy -L-I'(t) -Ry*I(t) = 0 = I'(t) = TO

—% I(t) =5 A/s -1/d(t) < I(t) =51 —exp(-t)y mitlin Aundtins. 49A=I1(t t=In50=3,91s

R.
Abschalten exponentielle Abnahme U4(t) + Ui(t) = 0= -L-I'(t) -RyI(t) = 0= I'(t) = —T' I(t) =-51(t)
I(t) = 5exp(-t) mitlinAundtins=.0,1A=I(t)=>t=In50=391s

Aufgabe 9: Bakterienkolonie

Logistisches Wachstum: B'(t) =B(t)-[S —B(t)] mit S = 80 und 0,16 =40[80 -40] = k = 0,000 1< B(t) =
B(0)-S _ 80

[S- B(0) e+ B(O) 79e %% 11

_In79

mit B in cnf und t in Minuten= B(24 h) = B(1440 min) = 79,9 ¢m

und 40 = B(t)> 79e %%+ 1 = 2= t = = 546 Minuten = 9,1 Stunden nach dem Ansetzerdkur.

2
m
b

Winkelgeschwindigkeito = \/7 =10 s, Frequenz f =21 ~ 1,59 §' und Periodendauer T% =0,63s.
m

i
=
LC

= UyC = 100 As, Winkelgeschwindigkeib = /% = 0,14 s} Frequenz f :Zi ~ 0,022 §' und

eIy

Aufgabe 10: mechanische Schwingung

Fo + Fh=0= ms"(t) = -D-s(t) = s"(t) = —Rs(t) < s(t) = Acos = mit Amplitude A = s(0) = 1 cm,
m

Aufgabe 11: elektrischer Schwingkreis

Upg+ Uc=0= L-Q"(t) = - %-Q(t) = Q"(t) = —%Q(t) < s(t) = Acos = mit Amplitude A = Q(0)

Periodendauer T —% =444 s.



