5.7.5. Rekursive Naherung der Quadratwurzel nach Heron ca. AD 50

Schon dieBabylonier berechneten Naherungswerte fir Quadratwurzeln decfolgenden Idee: Man wahlt den
Startwert ¥ = a und sucht N&herungswertg X,, ..., deren Quadratefxxzz, ... immer naher an a heran
kommen. Diese Forderung ist z.B. erfiillt, wenn dase Quadrat.x,? jeweils um die Hélfte naher an a liegt als

das alte Quadrat,X Xp.:® = %(xn2 + a). Leider lasst sich diese Formel nicht ohne Wurzelziehen xach
auflosen. Der Trick besteht nun darin, dass man anstelle dedra@es x.° des neuen Né&herungswertes das

) 1 . .
Produkt x.1'X, mit dem alten Wert verwendet;.xx, = E(an + a). In Worten: Dagjeometrische Mittel

. . . . . 1 .
xﬁH-xﬁ zwischen altem und neuen Quadrat liegt genau exufadithmetischen Mittel §(an+ a) zwischen

altem Quadrat und Zielquadrat a. Teilt man auf &eideiten durch x so erhdlt man eine Formel ohne
Wurzelausdriicke fur einen vermutlich besseren Néatfgsmwert
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xn+x— mit X, = a
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Diese Formel wurde zum ersten Mal durch den gisetlen IngenieuHeron von Alexandria (AD 10 — 70)

exakt formuliert. (Von ihm stammen u.a. Plane fiireefunktionierendeDampfmaschine und Beitrdge zum
Teilchenmodell) Ob diese Idee wirklicimmer auf die gesuchte Wurzel fuhrt, muss aber ersthduaiie

folgende Konvergenzuntersuchung geklart werden!

1. Mit vollstéandiger Induktion zeigt man zunachdsss x > O fir alle > 0: Nach Voraussetzung isfx a > 0.

Ist x, > 0, so gilt dies offensichtlich auch fly.x= % X, +i , da ja nach Voraussetzung a > 0.
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2. Es gilt sogar £ > a, weil Xx‘-a ==|x,+—| -a
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> 0 und dies gilt natirlich auch fif x a.

3. (%) ist monoton fallen, weil X < X
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a <xund dies ist nach 2. fur alle n erfullt.

4. Aus 1. - 3. folgt, dass die Folgg)(rmonoton fallen und nach unten beschrankt istn8iss also gegen einen
Grenzwertlim x, = b konvergieren. Die Frage ist, ob es sich dalididich um die gesuchte Wurzel handelt.

n- oo
Angenommen b = +/a + & mit einem beliebig kleinea> 0. Dann gabe es fiir jedes 0 ein n mit b < x<

<%x/5+z+i] =

a

Ja + g, d.h., schon yx,; wirde dann bereits unter dem angenommenen Grenbwer/a + ¢ liegen. Das
kann nicht sein, denn weil die Folge monoton fatiuss der Grenzwert b eine untere Schranke sein!
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b +¢& = +Ja + 2. Daraus folgt aber schon fur das folgende Gligd= %[Xn +i
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