6.1. Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnung

Aufgabe 1: Ein- und zweistufige Verflechtung

Ein Unternehmen stellt 4 Endprodukte, BE,, Es und E her, fir deren Herstellung 3 verschiedene
Zwischenprodukte £ Z, und % bendtigt werden. Der folgend&ozintograph (Verballhornung von (that) "goes
into") gibt an, wie viele Mengeneinheiten (ME) Zelenprodukte fur die Herstellung von jeweils 1 ME
Endprodukt enthalten ist:

b)

c)

d)

e)

)
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Beschreiben Sie die Verteilung der Zwischenprodw@ié die Endprodukte in Form der oben stehenden
Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix.

In Teil a) geben die Elemente der Zwischenproduldgtodukt-Matrix B an, wie viele ME der
Zwischenprodukte £ Z, und % jeweils fur die Herstellung von 1 ME der Endprotiulg, E,, E; und E
bendtigt werden. Wie lasst sich die Matrix B auf3eME Endprodukte bzw. je 10 ME Endprodukte
umrechnen?

4 5 3 1
Die Matrix B'= (45 5 9 2|gibt die auf 100 g bezogene Zusammensetzung demnroduktlinie
10 25 9 7

E), B, E' und E' an: Stellen Sie die Zu- bzw. Abnahme der Antdie einzelnen Zwischenprodukte im
Vergleich zu B in einer Matrix dar.

Die Kunden geben ihre Bestellmengen in ME fiur Endpkte in Form von Listen bzw. (mathematisch
ausgedricktppaltenvektorenan. Eine Bestellung von 5 ME B2 ME B, 3 ME E und 10 ME E schreibt
sich also alroduktionsvektor B = (5; 3; 2; 10). Wie viele ME Zwischenprodukte;ZZ, und z werden

fur die Realisierung dieses Auftrags bendtigt? @Gel@ie die bendtigten Mengen in Form eines
Zwischenproduktvektors z = (z; 2, )" an.

Berechnen Sie den Bedazfan Zwischenprodukten fur die Produktionsvektofyain: (1; 1; 1; 13, E’z =(2;
2:2; 2Y, ps = (50; 20; 30; 108)und p, = (100; O; 0; 100)

Am Ende des Jahres befinden sich im Lager nochvB®Z,, 340 ME % und 850 ME 4 Wie viele ME E,

E,, E; und E kdnnen aus diesen Zwischenprodukten hergestelilem® Gelingt es, den Lagerbestand
restlos aufzubrauchen?

Das folgende erweiterte Verflechtungsdiagramm gistéatzlich an, wie viele ME Rohstoffe Bnd R bei

der Herstellung von jeweils 1 ME der Zwischenpraduk, Z, und Z bendtigt werden. Berechnen Sie die
Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix C, die den Rohgpefflarf fur die Produktion von jeweils 1 ME der

Endprodukte E E,, E; und E angibt. Berechnen Sie damit den Rohstoffbedarf)fi]r
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Hinweis Die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix A und die Zwisenprodukt-Endprodukt-Matrix B haben die
folgende Gestalt:

=1 E Es E

Z Z, Zs Z; 5 5 2 0

R, 0,2 0 0,3 Z, 50 5 10 0
R, 1,2 1 0,5 Z 10 20 10 90

Die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix C muss alsophlen und 2 Zeilen aufweisen:

E E Es Es

Ry
R>

Aufgabe 2: Einstufige Verflechtung mit Rohstoffkosen

Ein Betrieb fertigt zwei verschiedene Endprodukie umd p unter Verwendung von drei verschiedenen
Rohstoffen 1, r, und k. Das folgende Verflechtungsdiagramm gibt an, wielev Mengeneinheiten (ME)
Rohstoffe fur die Produktion von jeweils 1 ME Endgukten bendtigt werden

Rohstoffe

@ Endprodukte

Endprodukte
P P2

5
Rohstoffe 5
I3

a) Fillen Sie die obige Input-Output-Tabelle aus uondrulieren Sie die Matrizengleichung auf, die den
allgemeinen Zusammenhang zwischen dem Produktiktmvef) = (p; p»)'und dem zugehérigen
Rohstoffvektorr = (ry; r2; r5)" beschreibt.

b) Wie viele Rohstoffey r, und g werden benétigt, um 6 ME der Sorteund 3 ME der Sorte,fherzustellen?

c) Die auf je 1 ME bezogenen Rohstoffkosten in € werdierch den Vektoﬂ?r’ = (5; 34; 23] gegeben. Wie
grol3 ist der Gesamtwert der in b) zu bestellendendteile?

Aufgabe 3: Einstufige Verflechtung mit gegebenem Lgerbestand und Gewinnberechnung

Ein Betrieb stellt drei verschiedene Endprodukteppund p her und verwendet dafur drei Rohstoffers und
r;. Dabei werden fir die Herstellung von 1 ME der 8q@t4 ME Rohstoffe der Sorte, 18 ME der Sorte,rund 8
ME der Sorte ybendétigt. Die entsprechenden Mengen sind (2, 6jr4), und (8, 10, 8) fir p

Endprodukte Lagerbestand
P2 P2 Ps

I
Rohstoffe 5
I3

a) Fassen Sie die Stucklisten in der obigen Input-Gutpabelle zusammen und stellen Sie den

Zusammenhang zwischen Produktionsveﬁo: (Pu, P, P3)" und Rohstoffvektor = (f1, I, 15)" durch eine

Matrizengleichung dar

b) Geben Sie an, wie viele Rohstoffe fiir die Produktion 50 ME der Sorte;p100 ME der Sortepund 60
ME der Sorte pbendétigt werden.

c) Zum Ende des Jahres soll méglichst der gesamiechest. agerbestand von 54 ME der Sorte84 ME der
Sorte p und 68 ME der Sorte; verbraucht werden. Priifen Sie, ob dies méglichuist bestimmen Sie
gegebenenfalls die Mengen an Endproduktgrppund p, die aus diesen Lagerresten hergestellt werden

kénnen. (8sung p = (2, 3, 5))



d) Ein Kunde moéchte insgesamt 20 ME Produkte kaufehhat dafiir ein Budget von 52280 € zur Verfigung.
Er kann sowohl die unterste und ausschlieBlichiéiir Gebrauch an 6ffentlichen Einrichtungen vorgeseh
Qualitatsklasse pfur 1889 €/ME als auch die Industriequalitdt fiiir 5389 €/ME oder die hdchste

Reinheitsstufe pmit Biosiegel fir 6899 €/ME alternativ verwendéuit welcher Bestellungf) = (pu P2
ps)" kann er das gegebene Budget optimal ausschopfé@n@rdR ist der Gesamtwert dieser Bestellung?

Aufgabe 4: Zweistufige Verflechtung mit gegebenemagerbestand

Eine Firma stellt zwei

Montageroboter p und p unter

Verwendung von drei o

Steuereinheiten ;z z und z her. Steuereinheiten

Far die Fertigung der  ydraulikzylinder @ 1 Montageroboter

Steuereinheiten werden zwei
verschiedene Pneumatikzylinder r @
und r bendtigt. Das nebenstehende
Verflechtungsdiagramm gibt an, wie
viele Steuereinheiten fur die
Herstellung von jeweils einem
Montageroboter und wie viele
Pneumatikzylinder far die
Herstellung von jeweils einer
Steuereinheit bendétigt werden:

/
2
1

a) Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Prodlskh'etktorﬁ = (p: po)" dem Zwischenproduktvektor

z = (z; z; z)' und dem Rohstoffvektor = (r;; r,)" durch zwei Matrizengleichungen dar.

b) Wie viele Pneumatikzylinder, rund p werden fur die Herstellung von 15 Montagerobotprrund 12
Montagerobotern pbendtigt?

¢) Im Lager sind noch je 30 Pneumatikzylindeund r vorhanden. Wie viele Montageroboter kdnnen davon
hergestellt werden? Wie viele Pneumatikzylindeiti@e tbrig? Wie viele Steuereinheiten kénnen vom de
restlichen Pneumatikzylindern noch gefertigt weftden

Aufgabe 5: Einstufige Verflechtung mit Gewinnbereclmung

Ein Betrieb der pharmazeutischen Industrie stelfitdminpraparate V V,, Vs und V, her, die die Vitamine A,

B und C in unterschiedlichen Anteilen enthalten.sCfalgende Verflechtungsdiagramm gibt an, wieviel
Mengeneineinheiten (ME) Vitamin jeweils in 1 ME Padat enthalten ist:

a) Stellen Sie die Matrizengleichung auf, die deneatiginen Zusammenhang zwischen dem Rohstoffvektor
r und dem Produktionsvektcﬁr beschreibt.

b) Berechnen Sie fur den gegebenen Produktionsve&tsr(S; 3; 2; 10) den Rohstoffvektor = (r; 1 ra),
der die dafur benétigten Mengen an Vitamin A, B @hih g angibt.

c) Welche Bestellmengerﬁa kénnen aus einem Lagerrestbestand vor (70; 600; 200) noch realisiert

werden? Wie viel g der Préaparatg P, und B kbnnen aus dem Rest hergestellt werden, wenn enu&
blo3 10 ME R bestellt hat?

d) Der Preis- oder ErtragsvektcE‘; = (159,95; 34,05; 41,95; 6,95)ibt den Verkaufspreis fiir jeweils 1 ME

Praparate in € an. Wie hoch ist der Gesamtwert der Bestellgrig)aWie grol3 ist der Gesamtwert der aus
d) tUbriggebliebenen Mengen?



Der Rohstoffkostenvektoi? = (1,50; 2,50; 0,0%)gibt die Kosten fiir jeweils 1 ME Vitamin A, B und & i

€ an. Berechnen Sie den Rohstoﬁkostenve@r, der die Rohstoffkosten fir jeweils 1 ME der Praparate
P1, P,, P; und R in € angibt

Der Fertigungskostenvektdq = (2,00; 2;00; 1,50; 1,00) gibt die Fertigungskosténjeweils 1 ME
Praparat in € an. Welches Praparat bringt im Verkauf die hécksten@spanne?

Aufgabe 6: Ubergangsproblem und Markoff-Kette

Mit Hilfe der Matrizenrechnung sollen die Wanderungsbewegurgeer Populationen von Borstenschweinen
uber 3 Jahre hinweg beschrieben werden. In eldbargangsdiagrammwerden die Wanderungszahlen auf die
jeweils im Vorjahr vorhandene Population bezogen, z.B. somdder im Vorjahr vorhandenen Population im
Revier 3 nach einem Jahr 50 % im Revier 3 geblieben, 20 Rewer 1 gewechselt und 30 % in Revier 2

gewechselt.
0,5
¢ 20
04
Startrevier Verteilung, nach
1 2 3 Revieren aufgelistet
1 -1 0 1
Zielrevier 2 5
3 20
25

a) Fullen Sie mit Hilfe des Ubergangsdiagramms die Ubergabgh¢ aus:

b) Die Verteilungao = (5; 20; 25) dieses Jahres sei bekannt. Man nimmt an, das#/dekselverhalten der
Tiere Uber die Jahre unverandert bleibt. Berecl8ierdie voraussichtlichen Verteilungéh, 212 und 213
fur 1, 2 bzw. 3 Jahre spéter.

c) Stellen Sie die Matrizengleichung auf, die deneatiginen Zusammenhang zwischen der Verteila;ngies
n-ten Jahres und der Verteilun_én + 1 des folgenden Jahres beschreibt. Verwenden Siediir
Ubergangsmatrix den Buchstaben A.

d) Berechnen Sie die Verteilur@_l des Vorjahres.

e) Invielen Fallen stabilisiert sich die Verteilumg Laufe der Zeit. Angenommen, es gibt eine Vermgjla =
(as; &; &) die sich in den folgenden Jahreicht mehr &ndert, obwohl das Wechselverhalten der Tiere
ebenfalls unverandert geblieben ist. Beschreibee $8as Gleichbleiben der Verteilung trotz
Wanderungsbewegung durch eine MatrizengleichunglentGrofzen A un(ﬁ. Beschreiben Sie aul’erdem
das Gleichbleiben des Gesamtbestandes durch edehGhg mit den Unbekannteq a und a.

f) Aus Teil e) haben Sie 4 Gleichungen fiir 3 Unbelamnta, und a aufgestellt. Lésen Sie dieses LGS mit

dem GauR-Verfahren und machen Sie die Probe. Orfiieedie Reviere nach ihrem Beliebtheitsgrad und
vergleichen Sie mit dem Ubergangsdiagramm.



6.1. Losungen zu den Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnung

Aufgabe 1: Ein- und zweistufige Verflechtung
siehe Skript

Aufgabe 2: Einstufige Verflechtung mit Rohstoffkosen
1 3 13 9

Rohstoff-Endprodukt-Matrix A 31 4], Rohstoffvektorr = [1 4 *[3] =118 ,Matrizengleichungf =A*
2 3 2 3 21

p, Gesamtpreis = k, " * r = 1140 €

Aufgabe 3: Einstufige Verflechtung mit gegebenem Lgerbestand und Gewinnberechnung

4 2 8
a) Matrizengleichungf :A*Bmit Rohstoff-Endprodukt-Matrix A8 6 10
8 4 8
4 2 8] (50 880
b) Rohstoffvektorr = |8 6 100]100| = [1600
8 4 8] |60 1280
4 2 8|5 4 2 854 (1 0 02 2
c) |8 6 10840/0 —1 3120j0 1 03 = Produktionsvektop = |3
8 4 8|6 0 0 15| |0 0 15 5
. Py
d) Gesucht ist ein Produktionsvektpr = | p, | mit ganzzahligen p, und g, fur die gilt:
P3

(1) 1889p + 5389p + 6889p < 52280

(2) pptptps=20

3) p, ppundp>0

Durch Einsetzen vony= 20 — p — pz in (1) erhalt man die Ungleichung

(1)’ 3500 + 5000p < 14500 7p, + 10 < 29

Durch Ausprobieren (ausgehend vahgrhalt man nur 3 ganzzahlige Lésungen:

LAsung R | P2 |ps | Gesamtkosten
1 16 |4 | O | 51780 €
2 1712 |1 | 49780 €
3 17|11 | 2 | 51280€

Die optimale Ausnutzung des Budgets ist also ddielBestellung von 16 ME;jund 4 ME p gegeben.

Aufgabe 4: Zweistufige Verflechtung mit gegebenemagerbestand

7 7 11
a) F:A*EundEZB*Bbzw. [rrl]:[fzzjﬂzz und|z,| =[1 2 D[pl]
2 Z3 Z3 2 3 P
7 10

b) Durch Einsetzen erhalt man=A*B * B =

1 225
* =
12 105

7 10 3 2
c) Aus der Gleichun * Pui_ erhalt man mit dem Diagonalverfahr ﬁl = , d.h. man
3 5/ {p, 14 p.) L6

kann noch 2 Roboter;pund 1 Roboter ME pherstellen. Der entsprechende Bedarf ist jedoah nu
7 10| (2 2 ) ) 30 (2 . L
[ ]*[ ][ j d.h. es bleibt ein Restvekto[r14][1ﬂ[j. Um zu bestimmen, wie viele

3 5

3 5] 11 |1
Steuereinheiten mit diesem Rest noch zusammengetenaten kdnnen, betrachtet man die Gleichung



s 1,
2 2) |2 2 3
[3 2 1]* z, —[j Sie hat die LoOsungenz,|= §4——123 . Fur z = 1 erreicht man einen
1 2 0 , , 4 4
3 3 z,
z; 1
Zwischenproduktvektor |z, |=|1/ mit ausschlieBlich ganzzahligen, positiven Element Die
Z5 1
Pneumatikzylinder kénnen also vollstandig aufgebhduverden, wenn zusatzlich zu den fur die drei
11 3
Roboter bendtigten Steuereinheiteh 2 *[ ]— 4] noch je eine Steuereinheit auf Vorrat hergestellt
2 3 7
3] (4 (4
werden.Probe: Insgesamt werdend|+|1/=|5| Steuereinheiten produziert. Der entsprechende Beda
7] (1 |8
3 21 3 - :
[1 ) 0]* 5 [13 an Pneumatikzylindern entspricht genau dem Lagéahd.
Aufgabe 5: Einstufige Verflechtung mit Gewinnbereclmung
5 5 2 0
a) Matrizengleichgung; :A*E)mit Rohstoff-Endprodukt-Matrix A50 5 10 O
10 20 10 9
44
b) Rohstoffvektorr = A * B =| 285
1030
5 5 2 070 5 5 2 70 5 5 2 0|7 17 0 0 —-7217
c) (50 5 10 0600 ~ |10 1 2 Q120 = |0 9 2 0|2 = |0 17 0O -9 0:>E>t
10 20 10 9020 1 21 20 0 5 3 453 0 0 17 40§17
10 72
0 t| 90 . " . . . o .
= 10 +ﬁ 40 mit t € R. Da nur positive Bestellmengen einen Sinn ergebleibt als einzige Losung
0 1
10

- 0
t=0, alsopg = 10 Dies entspricht einer Bestellung von je 10 ME Egiparate fund B. Werden nur 10

0
ME P; bestellt, kbnnen noch 10 ME Rir das Lager produziert werden.
10" (159,9
o -1 — 0 34,05 .
d) Der Gesamtwert der Bestellung ergibt sich zu @& O e = 10 a 41 95 = 2019 €. Die auf Lager
0 6,95

produzierten 10 ME fhaben einen Wert von 159,95 € = 1599,50 €.



e) Die fir die Produktion von 1 ME ;Pbendtigten Rohstoffmengen in ME sinﬁll = A0 E)l =
1

5 5 2 0 5

50 5 10 0] O 0 = [50|. Die fur 1 ME R entstehenden Rohstoffkosten sind al,gp:kk_; TOr 1=
10 20 10 9 0 10

1,50\ 5

2,50, * |50/ = 133 €. Die entsprechenden Rohstoffkosten fiir B und B erhalt man durch
0, 05 10

Multiplikation, 2., 3., und 4. Spalte von A mK, . Zusammengefasst ist alﬁ T=k, TOA= (1,50;

5 5 2 0
2,50;0,05)*(50 5 10 0| =(133,00;21,00; 28,50; 4,50)
10 20 10 9
f) Allgemein ist Gewinn = Ertrag — Kosten. Die Kosten setzaih sius den Rohstoffkosten und den
159,9
Fertigungskosten zusammen. Fiur den Gewinnveétogilt alsoé = e_p’ - k:; - k?,; = 34,051
41,95
6,95

133,0 2,00 24,9

21,00 2,00 11,05

- = . Der tatsachlich erzielte Gewinn ergibt sich ehgtch Multiplikation der
28,50 1,50 11,95

4,50 1,00 1,45

Gewinnspanne pro ME mit dem erzielten Umsatz in @&s PraparatAnit der kleinsten Gewinnspanne
ist auch das preiswerteste und wird daher vernfutien gré3ten Umsatz in ME erzielen, wahrend das
teuerste Produkt,Pmit der héchsten Gewinnspanne sicher den kleindtasatz bringt. Die tatsédchlichen
Gewinne werden daher vermutlich etwas ausgeglichegia. In der Regel muss man sich entscheiden, ob
manentweder Massenprodukte mit niedriger Gewinnspanne abeemamsatzewder Luxusprodukte mit
hoher Gewinnspanne aber niedrigen UmsatzzahlerieHers will, da sowohl die Kunden als auch die
Mitarbeiter ein mdglichstviderspruchsfreiesund glaubwirdigebnage der Firma schatzen.

Aufgabe 6: Ubergangsproblem und Markoff-Kette

0,1 0,2 0O, 50 5 9,5 9,5
Allgemein gilt 2.1 = A*a, mit A= [0,4 0,4 0,3 = a,=|0/|, ao=|20|, a,= 17,9 ,a,=|17,5 und
0,5 0,4 0O, 0 25 23 23
9,05
53 =(17,7]|. Andert sich die Verteiluné nicht mehr, so muss geltél = A*g‘l =3 E*a = A*a < (E -
23,2
A)* 5 = 0. Da der Gesamtbestand gleich bleiben soll, muBsralem gelten,a & + & = 50. Insgesamt erhalt
0,9 -0,2 -0, 9 2 210 9 -2 -2 O 97®
man das Lgg >4 06 0O o0 % -Ho 10 46 -35 0 = a =17,67
-0,5 -0,4 0,5 0 46 35 0 0 891| 2070 _
1 1 150 o 11 -1 o0 of 0 23,2



