6.1. Matrizenrechnung

6.1.1. Matrizen und Vektoren

Definition
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Matrizen werden mitgroRenBuchstabe, B, C, D, E,u.s.w. bezeichnet.

Vertauscht man in einer (m,n)-Matri die Zeilen mit den Spalten, so erhalt mantci@sponierte Matrix A’
vom Format (n,m).

1 4
e 1 2 3 T
Beispiet A= , @A =(2 5
4 5 6
3 6
Definition
*  (m,1)-Matrizen heiReBpaltenvektorenund werden mikleinen Buchstaben und Pfeilena, b, ¢, u.s.w.
bezeichnet.

= (1,n)-Matrizen heiReZeilenvektoren und werden alansponierte Spaltenvektorena™, b™, ¢ T, u.s.w.
geschrieben.
= In der Physik dienerVektoren zur Darstellunggerichteter GrofRen wie z.B. Ort, Geschwindigkeit

Beschleunigung, Kraft und Impulsehere(lat.) = fahren, beférdern, vg¥ehikel

Beispiet a=

i], ea'=(1 4

Ubungen Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 1(Transponieren)

Eine Matrix A n), bei der Spaltenzahl und Zeilenzahl tbereinstimmennt marguadratische Matrix. Die
Spaltenzahl n heif3t dann au@ihdnung der Matrix. DieHauptdiagonale einer quadratischen Matrix verbind

die Elemente g, &, ... , &n

G5 1 2 3

. -2 3 1 2
Beispiet Aua= 1 1N\ o

1 2 1 2



Eine quadratische Matrix hei@bere (untere) Dreiecksmatrix wenn alle Elemente unterhalb (oberhalb) per
Hauptdiagonalen Null sind.

051 2 3

. 0 31 2
Beispiet B = 0 0 2 0

0O 0 0 2

Eine quadratische Matrix heiBiagonalmatrix, wenn alle Elemente auf3erhalb der Hauptdiagondldirsind.

05 00
. 0 3 00
Beispiel Cus= 0 02 0
0 0O

Eine Diagonalmatrix, deren Hauptdiagonalelemenie Bins sind, heiEinheitsmatrix und wird mitEg,
bezeichnet.

Beispiet Eua=

O O O

o O +—» O

o »r O O
(@)

Eine Matrix, deren Elemente alle Null sind, hdiRilmatrix und wird mit @, ) bezeichnet.

0 0 0Q

Beispiet 0(2,4):[0 00 o

6.1.2. Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl
Beispiel: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnund.d) und b)

Lésung von Aufgabe 1 b)
Um die Verteilung von Rohstoffen von jeweils 1 MBdprodukte auf jeweils 2 ME umzurechnenyltipliziert
man die Verflechtungsmatrix B mit 2 und erhalt

10 10 4 O
2B=]100 10 20 O|.
20 40 20 18

Man multipliziert eine Matrix A mit einemeellen Zahl r, indem man alle Elemente von A einzeln mit r
multipliziert.
Die Multiplikation mit einer reellen Zahl ilommutativ: Fur eine reelle Zahl r und eine Matrix A giar= A-r

Ubung: Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 2

6.1.3. Addition zweier Matrizen

Beispiel: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnund. )

Lésung von Aufgabe 1 ¢)

Um die Zahl der benétigten Zwischenprodukte vor nadh der Produktumstellung miteinander vergleichen

kénnen,subtrahiert man die beiden Matrizezslementweisevoneinander und erhéalt die Differenzmatrix D :

D = B’ - B



4 5 3 1 5 5 2 0
= (45 5 9 2 - |50 5 10 O
10 25 9 7 10 20 10 9

4-5 5-5 32 L0
= 45-50 55 910 2 O
10-10 25- 20 9 10 76 o

-1 0 1 1
= -5 0 -1 2
-1 5 -1 -2

Zwei Matrizengleichen Formatswerdenelementweiseaddiert. Die Matrizenaddition idtommutativ: Fir
zwei Matrizen A und A gleichen Formats gilt A + AB=—= A.

6.1.4. Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor
Beispiel: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnund. )

Ldsung zu Aufgabe 1 d)
Die benétigte Menge .z ergibt sich, wenn man die zu produzierenden Mengen Elemente des

Produktionsvektors p) einzeln mit den Bedarfsmengeklemente des 1. Zeilenvektors von rBjltipliziert
und anschlieRenaddiert:

z,=55+52+ 23+ 010 =41 ME.

Entsprechend ergeben sich die Bedarfsmengemad z durchMultiplikation desProduktionsvektors p mit
den beiden Ubrigedeilenvektoren der Matrix B:

Zwischenprodukte z = B * E)
5
z 5 5 2 0 9
z, = |50 5 10 O O
Z4 10 20 10 9
10
—5
— 2
T3
1T T
5 5 2 0 55+ 52+ 23+ 01 4
= |50 5 10 O 50-5+ 52+ 103+ 01 29(.
10 20 10 9 10-5+ 20 2+ 10 3 901 1031
41
= 290
1020

Es werden also,z= 41 ME Zwischenprodukt 1,,z= 290 ME Zwischenprodukt 2 und; z 1020 ME
Zwischenprodukt 3 fiir die Realisierung dieses Agfrs bendotigt.



= Multiplikation eines Zeilenvektors von links mit einem Spaltenvektor
Man multipliziert einen m-dimensionalen Zeilenvaka' von links mit einem m-dimensionalen

Spaltenvektor’E) , indem man jeweils das i-te Element \@h mit dem i-ten Element vob multipliziert
und anschlieRend die Summe bildet.
=  Multiplikation einer Matrix von links mit einem Spa Itenvektor

Man multipliziert eine (I,m)-Matrix Aron links mit einem m-dimensionalen Spaltenvekﬁ)rindem man

nacheinander alle Zeilenvektoren von A mit dem &pabktorB multipliziert und die Ergebnisse in Forn
eines |-dimensionalen Spaltenvektors untereinasclaeibt.

= Achtung:
die Multiplikation ist nur méglich, wenn digpaltenzahldes linken Faktors mit deteilenzahl des rechten

Faktors Uibereinstimmt!

Ubungen: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnund &) und Nr. 2
Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 3

6.1.5. Lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise
Beispiel: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnund. ¥)

Losung zu Aufgabe 1 f)

204)
Der gegebene Zwischenproduktvekfnr: 340| wird in die Verflechtungsgleichung eingesetzt:
850
B * p = z
Py
5 5 2 0 204
50 5 10 0 o |P2 = |340
10 20 10 9 Ps 850
Py

In diesem Fall muss die Verflechtungsgleichung erst nﬁcraufgeldst werden. Dafur formuliert man die
Matrizengleichung wieder alsGS und wendet daBiagonalverfahren (siehe 1.4.1.an:

5pp + 5p, + 2 = 204
50p + 5p + 10p = 340
10p, + 20p + 10 + 90p = 850

5 5 2 0 20
50 5 10 34
10 20 10 90 85

565 2 0| 20
09 2 0| 34
0 0 17 40% 28

Das Gleichungssystem besteht aus 3 GleichungehViariablen, so dass es nicht gelingt, alle Vagaldis auf
eine zu eliminieren: In jeder Gleichung bleiben deistens zwei Variablen Ubrig. Es handelt sich um ei
unterbestimmtes Gleichungssystem miinendlich vielen Losungen die von einer willkurlich al®arameter
ausgewahlten Variablen abhangen. Bestimmt mantpals frei wahlbaren ParameterHtR), so lassen sichsp



-~ 9,
Py ;E 0 -9
. Co - 34+—=t 34 90|
p. und p in Abhangigkeit von t berechnen und man erlpglt= Pz _ N 17 | = + t-i mit t
Ps 405 17 17|40
t

€ R. Da nurpositive ganzzahligeProduktionszahlen realisierbar sind bleibt nueedmzige Losung, namlich

0 5 5 2 o) |9 204

fiirt=0:po = | 4| ProbeB* po = |50 5 10 o>} = |340].
17 10 20 10 99 |17 850
0 0

Antwort: Der Lagerbestand lasst sich restlos aufbrauchem ¢ ME & und 17 ME & produziert werden.
Ubungen: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnun@ Nr

6.1.6. Multiplikation zweier Matrizen

Beispiel: Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnund. i)

Ldsung zu Aufgabe 1 g)

Die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix A und die Zwmnprodukt-Endprodukt-Matrix B haben also die
folgende Gestalt:

=1 E; Es Es
Zl ZZ Z3 Zl 5 5 2 O
R, 0,2 0 0,3 Z 50 5 10 0
R, 1,2 1 0,5 g 10 20 10 90
Die Rohstoff-Endprodukt-Matrix ist dann
E E Es Es
Ry 4 7
R, 61 21

Die fiir die Herstellung von 1 ME;benétigte Menge an Rohstoff 1 betragt nach dergraam
r,=0,25+050+0,310=4 ME

Aus den Tabellen erhalt man diesen Ausdruck dMatiplikation des zu Egehérendeispaltenvektors mit
dem zu R gehérendeZeilenvektor.

Fur den Bedarf,rmultipliziert man den gleichen zu, ehdrenden Spaltenvektor mit dem zudgehérenden
Zeilenvektor und erhalt

r,=1,25+ 150+ 0,510=61 ME
Der Spaltenvektor fir £n der Matrix C entsteht also durch Multiplikatides Spaltenvektors fiir, Ber Matrix
A mit der kompletten Matrix B.
Entsprechend erhélt man den Spaltenvektor flinEler Matrix C durch Multiplikation des Spaltetkters fir

E, in der Tabelle A mit der kompletten Matrix B:

0,25+05+0,320= 7
1,25+ 15+0,520 =21

Auf die gleiche Art erhalt man die Spaltenvektobzmw. Bestelllisten fir Fund E.
Die Rechnung lasst sich UbersichtlicheMatrizenschreibweisedarstellen:



Gegeben sind dimput-Output-Matrizen

02 0 0 5 5 2 0
:[ ' 3 und B=[50 5 10 O fur die Verhaltnisse
1,2 1 0,
10 20 10 9
Rohstoffe-Zwischenprodukte und Zwischenprodutegodukte.

Die gesuchte Matrix C fir das Verhéaltnis Rohstdfedprodukte erhalt man durdhultiplikation der Matrizen

A und B:
c = A 0 B
5 5 2 0
[o,zoo,j
= 50 5 10 O
1,2 1 0,
10 20 10 9
5 5 2 0
50 5 10 O
10 20 1
| C 0 20 10 9
(0,20 03[(4 7 34 2
|12 1 04|61 21 17,4 4
(4 7 34 2
“le1 21 17,4 4

Multiplikation zweier Matrizen
Man multipliziert eine (I,m)-Matrix Avon links mit einer (m,n)-Matrix B, indem man die (l,n)-M&trC so

bildet, daR in Spalte i und Zeile j das Produkt @ i-ten Spaltenvektor von B mit dem j-ten Zeitektor von

A steht.

Bemerkungen

1. Das Produkt A*B laR3t sich nur berechnen, wenn@paltenzahl (= Lange der Zeilenvektoren) von A u
die Zeilenzahl (= Lange der Spaltenvektoren) von B Ubereinstimmen
2. Die Matrizenmultiplikation ishicht kommutativ, d.h. im allgemeinen ist A*B B*A !

Beispiel
1 -1
2 4| B . A
3.2) > 4 2.3)
0 3
1 —-1/(-1 -1 -1
A 135 72 2 4 10 22 34 D,
e |5 4 o ll1o 32 Cea.2) B2 3.3)
0 3 6 12 18

Ae3 UBe2 = Gop

Bs2) UAR3) = D3

Ubungen: Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 4 und 5
Anwendungsaufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 4 - 6



6.1.7. Regeln fir das Rechnen mit Matrizen

Beispiele: Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 6 dnd

Rechenregeln fur beliebige Matrizen

1. Assoziativgesetz(A*B)*C = A*(B*C)

2. Distributivgesetze von links und von rechtsA*(B + C) = A*B + A*C und (A + B)*C = A*C + B*C.
Voraussetzung ist aber, daf3 Multiplikation und Aiddi Gberhaupt méglich sind, d.h., dal3 die Fornste
Matrizen zusammenpassen!

Beispiele: Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 8

Rechenregeln flr quadratische Matrizen

3. PotenzenA® = E, A = A AT =AP*A

4. PotenzgesetzeAP " 9= AP * A9und A9 = (AP

5. Neutrales Elementist die Einheitsmatrix E: A*E = E*A = A

Beispiele: Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 9

Rechenregeln flr transponierte Matrizen

6. Addition: Fiir zwei Matrizen A und B mit gleichem Format ¢ + B)' = A" + B'

7. Multiplikation mit reellen Zahlen : (rA)" = rATfirre R

8. Multiplikation zweier Matrizen : Fiir eine (I,m)-Matrix A und eine (m,n)-Matrix BigA*B) T = B™*AT

|DerSatz vom Nullprodukt gilt nicht fur Matrizen, d.h., es existieren Ma#gn A+ 0 und B+ 0 mit A* B = 0.

Beispiel:
4.2 (-2 2)_(00
8 4 4 4 0 0

Ubung: Aufgaben zur Matrizenrechnung Nr. 10




