7.5. Skalarprodukt und Vektorprodukt

7.5.1. Das Skalarprodukt

by
Das Matrizenprodukt eines Zeilenvektora " = (a; &; &) mit einem SpaltenvektoB = |b,| ist allgemein
bs
by
definiert alsa™ Ob = (a; &; ag) O|b,| = ab, + &b, + abs. Bei der Beschrankung auf Spaltenvektoren mit
bs

einer festen Zeilenzahl (2 oder 3) vereinfacht nhase Definition, indem man die Transponierung Vasgt:

Das Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren erhalt man, indem man die jeweiigkomponenten multiplizien

—F

=7 b,
und anschlielend addiersa O b = |a,| O |b,| = a'b, + &b, + abs. Im Gegensatz zum allgemeinen
2E! by

Matrizenprodukt ist das Skalarprodwdrtauschbar. alb =b Oa. Die Ubrigen Rechenregeln (Distributiv-
und Assoziativgesetze) der Matrizenmultiplikatiaitgn nattrlich weiterhin.

Der Betrag eines Vektors:
ol
Der Betrag |a| des Vektorsa = |a,| ist die Lange seiner Verschiebungsstrecke undchaeet sich nach
a3

Pythagoras zya| = \/af + @+ &= +axa. Vektoren vom Betrag 1 heiRinheitsvektoren. Fiir einen

gegebenen Vektoa erhalt man den zugehorigen Einheitsvektormals a
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7.5.2. Berechnung eingeschlossener Winkel mit dem Skalarprodukt

Aus dem Kosinussatz und dem Betrag ergibt sich aekr nitzliche geometrische Interpretation des

Skalarproduktes:

Winkelberechnung mit dem Skalarprodukt

Winkels: a b =|a || b |-cosy
Insbesondere gilt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist das Prodhkéeri LAngen mit dem Kosinus des eingeschloss

enen

axb =| 5| b & a undb sindparallel (y = 0°)
akxb =0 & a undb sindorthogonal (y = 90°)
Beweis:

Man formuliert den Kosinussatz rrﬁ'( = 5 —B und l6st nact;a*B auf:

A
E :—;l V]
y/// .
ik =lal?+|bl>-2|al-|b|-cos | Einsetzenc =a - b
12 -b | —|aP+|b2-2|allb]-cosy al= ( ) = a0a, usw
(a —b)>|< (a —b) =aka +bxb —2|5|-|Bl-c03y | Klammern auflésen
akxa -2a*b +b%b :5*5+5*5—2|5|-|5|-cos~/ | nach ab auflésen
a*b = |a|'|6|'COSY
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7.5.3. Geometrische Beweise mit dem Skalarprodukt

Beispiel:

Beweisen Sie den Satz des Pythagoras: In einenwiegligen Dreieck ist die Summe der Flacheninhalss
Quadrate Uber den Katheten gleich dem FlachenidealQuadrates Uiber der Hypotenuse.

Ldsung

gegebena* b =0

zu zeigen: t=& + b
Beweis: c2=(a - b)?

=a’-2a*b+b?
=a%+ b2 ged
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7.5.4. Das Vektorprodukt

Mit Hilfe des Vektorproduktes lassen sich orthoden&ektoren und Flachen einfach berechnen. Das
Vektorprodukt selbst ist etwas gewodhnungsbedirfliie Beweise seiner Eigenschaften sind entsprechend
undbersichtlich und daher hier nicht angegeben.

Das Vektorprodukt
Das Vektorprodukt zweier Vektoren erhalt man, indem man die jewaitsleren Komponenten kreuzweise

R ! by - ba
multipliziert und addierta X b =|a,| % |b,| = |—(a b;— b a ). Das Vektorprodukt istntikommutativ :
a3 by ab-ha

-

a xb =-b x a . Die Distributiv- und Assoziativgesetze sind wdiin giltig.

Flachenberechnungen und Normalenvektoren mit dem Meorprodukt
» Der Vektora x b stehtsenkrechtauf der vona

und Baufgespannten Ebene. L. 4
= Seine Léngéa x b | ist gleich defFlache des von a xb N
a undb aufgespannten Parallelogramms. b
* Insbesondere gillté xb|=|al|b|-sin Y, wobei - la xb|

y der vona undb eingeschlossen#inkel ist. — >

Beispiel zur Anwendung des Vektorproduktes

a) Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks ABC mif AZ{3), B(-2/1|4) und C(32|-1).
b) Bestimme die Gleichung der Geraden g, die senkreehder von ABC aufgespannten Ebene durch den
Punkt A verlauft.

Losung
-3 2 —-16
a) Az%|ﬁx?¢|:%| 3 |x| 4 I:%|710|:\/170FE:13,03FE
1 -4 —-18
1 —16 1 8
b) g:x =OA +rn =|-2| +r|-10| = |-2| +t|5| mitr = -2t€ R.
3 —18 3 9
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