8.3. Komplexe Zahlen

Wie bereits in 8.1. dargestellt, wurde die fortende Erweiterung der Zahlbereiche durch die Einftigimmer
komplexerer Rechenoperationen notwendig:

1. Auf den natirliche Zahleiy fuhrte der Wunsch nadimversen Elementen bezuglich der Additionzur
Einfihrung denegativen Zahlenund damit zur Erweiterung auf die Menge danzen ZahlenZ.

2. Auf den ganzen Zahle# fuhrte der Wunsch nadhversen Elementen beziglich der Multiplikationzur
Einfiihrung deBruchzahlen und damit zur Erweiterung auf die Menge dafonalen Zahlen Q.

Auch der Kérper der rationalen Zahlen weist abehridnvollstandigkeiten auf;

8.3.1. Teilen durch die Null

Es gibt zum neutralen Element O der Addititmin inverses Element 0' der Multiplikation. Die
Schwierigkeiten ergeben sich daraus, dassuhendlich groR* sein miisste?’0= . Da die Unendlichkeit aber
ziemlich unbestimmt ist, sind auch die ErgebnissambRechnen mito unbestimmt, d.h. nicht melwonhl
definiert. Z.B. erhalt man aus der GleichungG= 1 denWiderspruch 1 =00 = (0 + 0)o = Qo0 + Qoo =1 + 1

= 2. Da wohl definierte Rechnungen mit unendlicholfgn Zahlen nicht méglich sind, wird in der
Korperdefinition auch kein inverses Element derlMekiglich der Multiplikation verlangt.

Ubungen: Aufgaben zu komplexen Zahlen Nr. 1

Gibt man den Anspruch auf exakte Rechnungen auf umE$chrankt sich auf tgpologischg
Abstandsbetrachtungen, so lasst sich der unendigghentfernte ,Rand" oder ,Abschluss” der raticeraloder
Zahlen allerdings tatsachlich beschreiben.

Die einfachste Version ist didlexandroff-Kompaktifizierung durch Hinzufligung eines einzigen unendlich
fernen Punkteso. Wegen seiner Unbestimmtheit kann man mit diesemkPaber nicht rechnen und die
Alexandroff-Kompaktifizierung ist auch keine Einhetg, d.h., stetige unbeschrankte Funktionen lassemn
nicht immer stetig in diesen Punkt fortsetzen.

Die nachst bessere Beschreibung der UnendlichkeihddieStone-Cech-Kompaktifizierung ist aber schon so
abstrakt und bendétigt sdele unendlich grol3e ,Zahlen“, dass sie fur die Anwendier Mathematik praktisch
keine Bedeutung besitzt. Aul3erdem sind mit den dii@mweit entfernten ,Zahlen* auf dem Rand wieeme

exakten Rechnungen mehr moglich: die Stéeeh-Kompaktifizierung ist ebenfalls kein KérpereGiinfachste

Stone€ech-Kompaktifizierung der natiirlichen ZahlkhhatRR Elemente, wobeR alleine schomNN Elemente
besitzt!

8.3.2. Wurzeln positiver Zahlen

Die rationalen ZahlerQ sind nichtalgebraisch abgeschlossenQuadratische Gleichungen mit rationalen
Zahlen haben Losungen mit Wurzeln, die keine ral@Zahlen mehr sind.

Beispiel:
Die Losung der Gleichungx 2 ist keine rationale Zahl.

Beweis:

Gabe es namlich einagekirzten Bruch mit zweiteilerfremden ganzen Zahlen a und b, so daf® = %, S0

2 2
folgte 2 = (%) = % < 217 = &. Der Faktor 2 ware also irf & aa und damit in a enthalten. Wegen der
Teilerfremdheit wére er dann aber nicht in b enthalten. Das Progfuk aa enthalt also nugenau einmalden
Faktor 2. In deQuadratzahl & miissen aber alle Faktordnppelt auftreten. Die Annahme/2 = E € Q fuhrt

also zu einem offensichtlichéNiderspruch und ist demnach falsch.

Um nun doch mit Wurzeln rechnen zu kénnen, gibt ohem Anspructabsoluter Exaktheit auf und versucht es
naherungsweisez.B. mit dem folgenden, schon d8nmerern (4000 v. Chr.) bekannten Verfahren:



Satz:
Die Folge (g mit a,.,= %(3 + &) und @ = 2 liefert rationale Zahlen, die mit beliebigeeriauigkeit anv2
a,

herankommen: a— J2 fir n — o oder in Limesschreibweisdéim & = J2. Far jede noch so kleine
Fehlertoleranz > 0 gibt es ein £ N, so dass die Abweichung,’ - 2| <« ist.

Beweis:
1. Die Folge ist nachinten beschrankt a,2 > 2 fiir alle ne N:
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Da dies fiir alle re N gilt, kann man auch schreibegf & 2 > 0 bzw. & > 2 fiir alle ne N.

2. Die Folge isistreng monoton fallend a,..* < a; fir alle ne N:

2
ah2+1 = iz -l(i +a,)° | 1. binomische Formel
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Das bedeutet,a’ < a fur alle ne N.

3. Fir jede noch so kleine Fehlertoleranz O gibt es ein rE N, so dass die Abweichunig.? - 2| < ¢ ist:

Wegen a.° - 2 =%(£ - a)° | auf gleichen Nenner bringen
1 (2-8Y
= ( a”} | da Quadrate immer positiv sind, ist (2,9%a= (&’ — 2f
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4. Die Abweichungay - 2| schrumpft also mit jedem Schrétkponentiellum den Faktor%:

1
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Far in <ge= 8"<eg<e -ninB) <Inf) & n> :n_; ist dann aucha,” - 2| < 8i” <g, ged.
n

Die Wurzeln beliebiger positiver rationaler Zahlen a € Q" lassen sich durch entsprechende Folgen (oder

auch mitteldntervallschachtelung) in beliebiger Genauigkeit annaherda= lim a, mit & . 1= %(i + a)
n- oo

und @ = a. Alle Folgenglieder,ssind rationale Zahlen, aber der Grenzwéat = lim &, selbst ist unerreichbar.

n- oo

Es lasst sich aber zeigen, dass man mit dieserakitest Grenzwerten genauso rechnen kann wie niohedén
Zahlen. Man nennt dies€renzwerte von konvergenten (Cauchy-)Folgen ratioriar Zahlen daher auch
irrationale Zahlen. Sie lassen sich atscht abbrechende und nichtperiodische Dezimalzahtedarstellen.

Die rationalen Zahlen werden durch die irrationaZahlen zur Menge deeellen ZahlenR erweitert. Da man
mit irrationalen Zahlen genauso rechnen kann wierationalen Zahlen, sind die reellen Zahlen tdtkéle
wieder einKérper! (Sie sind sogar eitopologisch vollstandiger Korper, d.h., sie enthalten nicht nur die
Grenzwerte rationaler Cauchy-Folgen sondern aueidénzwerte reeller Cauchy-Folgen.)

Das Rechnen mit Wurzeln in Form von irrationaleer@werten wird allerdings erkauft mit eirfsufweichung

der Wohldefiniertheit (vergleiche 8.3.1.) Niemand wird jemals den genauen Wert vomn/2 wissenoder
berechnen kdnnen. Fipraktische Zwecke reicht die Ubliche Naherung des Taschenrechnefs 18u
Nachkommastellen aber véllig aus.

Ubungen: Aufgaben zu komplexen Zahlen Nr. 2

8.3.3. Wurzeln negativer Zahlen

Die reellen Zahlen sind aber leider immer noch hagebraisch abgeschlosserda sich Wurzeln negativer
reeller Zahlen nicht wieder als reelle Zahlen ddiest lassen. Z.B. hat die Gleichung x —2 keine reelle
Losung. Die Losung dieses Problems ist aber mittakiss die einfachste und wurde lange vor der
Kompaktifizierung und Vervollstandigung der ratitera Zahlen u. a. voieonhard Euler (1707 — 1783)

entdeckt: Er fihrte diemaginare Zahl i := J-1ein und zeigt, dass sich damit (fast, siehe 8.8ngjehindert
nach den gewohnten Regeln rechnen lasst:

1. Summen mit Wurzeln lassen sich nicht weiter zusanfiassen: 5 +\/——1 =5 + i muss so stehen bleiben!
2. Produkte lassen sich zusammenfass% = \/3 -1 = \/5 i
3. Teilweises Wurzelziehen/-25 =5 J——l =5i

4. Nenner rational machen:i = ﬂ = —2—\/3 i
J-5 -5 5



Die reellen Zahlen a€ R werden durch digmaginaren Zahlen bi mit y € R zu denkomplexen ZahlenC
erweitert. Da sich die Summe einer reellen Zahl einér Wurzel nicht weiter zusammenfassen lassemalle
komplexen Zahlen die Form= a + bieiner Summe aus eineRealteil a = Re(z)und einemmaginarteil b =

Im(z) mit a, be R. Beim Rechnen verwendet man die gewohnten Regelrotdnet das Ergebnis wieder nach
Realteil und Imaginérteil. Bei Multiplikation undiBsion wird dazu die Eigenschafts -1 benutzt:

1. Addition: (& +bi) + (@ + bi) = (a+a)+ (b + W)
2. Subtraktion:  (a+ byi) - (& + i) = (a - a&) + (b — ).
3. Multiplikation: (a + byi) - (@ + bi) = (ad - biby) + (ab, + aby)i.
4. Division: Um den Nenner wurzelfrei zu machen, etemiman mit derkomplex konjugierten Zahl
z =a - bi und nutzt die 3. binomische Formel:
1 _ a-bi
a+bi (a+ bi)(a— bi)
_ a-bi
a+
a bi

a2+ a+p

Ubungen: Aufgaben zu komplexen Zahlen Nr. 3

Beispiel:
Berechne den Ausdruck # L firzz=1-i,2=3+2iund z=4 - 2i.
23
Ldsung:
z, _ . 342 . . — .
zZ1+—=% =1-i+ yweT | Nenner wurzelfrei machen durch Erweitern mjt =4 - 2i
zZ, = 2i
=1-i +w | ausmultiplizieren und ordnen
(4-2i)(4+ 2i)
=1-i +wl | Real- und Imaginarteil trennen
4%+ 2
. 8 14,
=1-i+— + =i | zusammenfassen
20 20
=1,4-0,3i

Ubungen: Aufgaben zu komplexen Zahlen Nr. 4

8.3.4. Die Mehrdeutigkeit der komplexen Wurzel

Die Verwendung der Eulerschen Schreibweise fur die
imaginare Einheit i setzt dieindeutigkeit des Radizierens als — 5

Umkehrung des Quadrierens vorau$=i (\/—_1)2 = (-1 = \ \

—-1. Beim Radizieren muss iBrinnerung behalten werden, 7
aus welcher der beiden moglichen reellen Wurzelroddr -1 >
das Quadrat 1 =*& (-1Y urspriinglich entstanden war! In der X

bisher Ublichen Weise wirde dimtstehungsgeschichteiner /
Zahl beim Radizieren aber nicht weiter beachtetdeerund ~

man rechnete einfact? & («/——1)2 = J(-1? = V1 =11 Um

also die Eulersche Schreibweise V=1 ungestraft verwenden — 11X T
zu kénnen, muss man in der Lage sein, fir jede kexepZahl ~ | | _—

z € C zu entscheiden, ob sie das Quadrat zwei negainker
zweier positiver Wurzeln ist, d.h., ob ztZoder ob z = (&)

fir ein { € C. Das ist tatsachlich méglich durch die die _—1 X
Auffacherung dekomplexen Zahlenebendsiehe 8.4)n eine
doppelt so groR&iemannsche Flache (siehe 8.5 der nun T —

jede bisherige komplexe Zahl z zweimal erscheistzal=
oder z = (—)? fiir ein gemeinsamese C.




Md6chte man sich die Erweiterung der komplexen Zahlef die entsprechende Riemannsche Flache ersgaren

muss man auf die Eulersche Definition i~=1 verzichten und die imagindre Einheihdirekt definieren
mittels £ := —1. Wurzeln negativer reeller Zahlen-a mit a > 0 leitet man dann nicht wie in 8.3.% aler

Eulerschen Definition her mitteld—a = JED@ = J-1-+/a =i+/a sonderrdefiniert einfach~/—a :=i/a.
Ob man die fiir alle praktischen Rechnungen auseaitén Gleichungeri & -1 und+/-a :=i~/a nun einfach

definiert oder unter Ruckgriff auf Riemannsche Flachen arsEdilerschen Definition i =/-1 herleitet, ist
letztlich Geschmackssache und fur die Praxis udidtne

Ubungen: Aufgaben zu komplexen Zahlen Nr. 5
8.3.5. Quadratische Gleichungen

Beispiel 1:

Gib die Lésungsmenge der Gleichurfg-4z + 7 = 0 auf der Grundmen@eder komplexen Zahlen an.
Ldsung

Mit der p-g-Formel erhédlt man,;z=2 + J-3 =2 +/3i.

Beispiel 2:
Gib die Losungsmenge der Gleichurfg-2(4 + 2i)z + (7 - 3i) = 0 auf der Grundmer@ealer komplexen Zahlen
an.

Ldsung
Mit der p-g-Formel erhélt man

Zup=2+i 22+ —(7-3i) =2 +i+ J@+4i-1)- (4-3i) =2 +i+~-1-7i.

GemélR der Forderung nach algebraische Abgeschlussesollte es mdglich sein, auch Wurzeln mit

komplexen Radikanden wie z.B. v—1-7i wieder als komplexe Zahlen darzustellen. Diese viakk andere
Rechnungen werden durch djeometrische Deutungder komplexen Zahlen in déomplexen Zahlenebene
und die Verwendung voRolarkoordinaten stark vereinfacht und daher in Abschnitt 8.4 beledtn

Ubungen: Aufgaben zu komplexen Zahlen Nr. 6



