8.4. Aufgaben zur komplexen Zahlenebene

Aufgabe 1

Stelle die folgenden Summen durch eine Vektorkette in der komplexen Zahlenebene dar:

a) (2+3i)+ (1 +2i) b) (2 - 3i)+ (3 + 5i)

c) (I1+2D)+R2+)+(1—-1) d A+2)—-Q2+i)—(1+1i)

Aufgabe 2

Zeichne die Dreiecke mit den Ecken z,, z, und z; in die komplexe Zahlenebene und berechne die Langen ihrer Seiten:
a)z;=0;z,=3iund zz3 =4 b)z;=1+i;z,=3—1iund z3=2 + 5i €)z;=3+4i;2,=-2—-iundzz3=2—1i
Aufgabe 3

Veranschauliche die Dreiecksungleichung |z, + z,| < |z;| + |z,| durch eine Zeichnung. In welchen Fallen gilt Gleichheit?

Aufgabe 4
Stelle die folgenden Zahlen in Polarform dar:
a) 1 b) -1 c) i d) 1+i e) 1—i

f) 3+iV3 g B -i hy -1-iv3 i) 06-08 Kk —7-3i

Aufgabe 5
Stelle die folgenden Zahlen in kartesischer Form dar:

) Zas(F) b oD o Bes(T) ) B ~cis(2—3")

e) 2'cis(%) f) 2~cis(f??Tn) g) 3-cis(70°) h) 3-cis(290°)
Aufgabe 6

Berechne das Produkt z,-z, jeweils in kartesischer und in Polarform.

a)z;= 3 —iundz, =1+ f3i b)zlz%ﬁ(ui)undzz:%ﬁ(l—i) C)z,=1+2iundz,=3-4i
Aufgabe 7

Berechne die Potenzen z*, 72, Z%, z* und z°. Beschreibe die dabei entstehende Figur in der komplexen Zahlenebene.

. 1 i 1 i 1 i

a)z=+2+i byz=+42-1 c¢)z==+ =43 d)z==43 - = e)z==+—

Jz=2 40 Dz=N2 i gz=o+ o3 dz=IB oo @z=s 4o
Aufgabe 8

Bestimme den Realteil und den Imginarteil der Potenzen (cos(a) + i-sin(a))” durch Ausmultiplizieren. Verwende dann die
Eulersche Identitit (cos(a) + i-sin(a))" = & = cos(na) + i-sin(no) zum Beweis der folgenden Addtionstheoreme:

a) n=2:cos(2a) = (cos(a))? — (sin(a))® und sin(2a) = 2-sin(a)-cos(ct)

b) n=3: cos(30) = 4(cos(a))® — 3-cos(er) und sin(3a) = 3-sin(a) — 4-(sin(a))®. Hinweis: Setze (cos(a))? + sin(a))® = 1 ein.

Aufgabe 9
Berechne den Quotienten 4 fiir die Zahlen z; und z, aus Aufgabe 6 jeweils in kartesischer und in Polarform.

ZZ
Aufgabe 10
Bestimme die Lésungen der folgenden Gleichungen auf der Grundmenge C und stelle sie in der komplexen Zahlenebene dar
a) 22 =4i b) 22 = —4i c)2=-4 d)Z2=-1+i3 e)2=22 —-i2J2  f)2=-2-5i
Aufgabe 11
Gib die Lésungsmengen der folgenden quadratischen Gleichungen auf der Grundmenge C an:
Q)2 +2z+i=0 b)Z2—(1-1)z+1-2i=0 )2+ (@2+2i)z+4-2i=0
Aufgabe 12
Bestimme die Ldsungen der folgenden Gleichungen auf der Grundmenge C und stelle sie in der komplexen Zahlenebene dar
a)z’=1 byz*=1 z'=1 dz°=1 e) 2 =i fl=i 9) ' =i
hyZ=1+i NZ2=1-i Dzt=1+i3 Kz'=-1+id3 NZ®=-3 +i m)z2=—+3 —i



L6ésungen zu den Aufgaben zur komplexen Zahlenebene

Aufgabe 1

a) 3+5i b) 5+2i
c) 4+2i dy 2
Aufgabe 2

a) |zo—z1|=3; |23~ 25| =5und |z, — z3| = 4
b) |22~ 71| = 2; |25 — 22| = \[37 und |z, — zs| = V17
C) 21:3+4i;22:_2_iund23:2_il|Z2_Zl|:5\/§;|23_22|:4und|Zl_Z3|:\/%

Aufgabe 3 7+,
|z, + 2,| = |z4| + |25| < z1=k-Z, flireink € R, d.h., wenn z; und z, parallel sind: Z
Aufgabe 4 4
a) 1-cis(0) b) 1-cis(180°) c) 1-cis(90°) d) V2 -Cis(45°) e) 1-cis(315°)
f) 243 -cis(30°) g) 2-cis(330°)  h) 2-cis(240°) i) 1-cis(316,77°) k) /58 -cis(201,2°) Im(2)
Aufgabe 5 4
a) 1+i b) 1-i ¢) B3, d) LS Z 73
2 2 2 2 8) Tl
© V2 +42i ) —V2+2i g) 103+282i  h) 1,03-2.82i i\
5 S vz
Aufgabe 6 A
8) 212, = 23 + 2i = 4-is(30°) AR )
b) z,-z,=1=1-cis(0°) Z \
¢) 2,2, = 11 + 2i =55 -cis(10,30°) R
L 439

Aufgabe 7 4
a) z= ﬁ-ei'35’3°' 72 = 2.oi705"- ;8 = zﬁ.eilos,s" 7% = 4-11410°. 55 = 4\/§_eil76,3" c

(gegen den Uhrzeigersinn in 35,5°-Schritten auseinanderlaufende Spirale) :m(z)
b) 7= \/5,6435,32 Z2 _ 2.e—i70,5°. Z3 ) \/5@4105,8" 4= 4,6—1141,0". =4 \/E ,e—1176,3° -

(mit dem Uhrzeigersinn in 35,5°-Schritten auseinanderlaufende Spirale)
) z= 16700 = 72 = 1-61120° 78 = 1.018%° 24 = 1.61240° nd 25 = 163" P S

(gegen den Uhrzeigersinn in 60°-Schritten laufender Kreis) / Re(z)
d) z=1e ™ = 22=1e" =1, 2= 1" und 22 = 1. " ¥ DY ]

(mit dem Uhrzeigersinn in 30°-Schritten laufender Kreis) , 4 z

1 450 1 oo 1 1350 1 g0 1 - z
e) z= = 2.e|45;22:_.e|90;z3:_ 2~e'135,24=—'e'180;25=— 2'6‘225
) 2 V2 2 4 V2 4 8 V2 z'

(gegen den Uhrzeigersinn in 45°-Schritten zusammenlaufende Spirale) o

f) ZJ £

Aufgabe 8
a) Durch Ausmultiplizieren erhdlt man  (cos(a) + i-sin(a))? = (cos(a))? — (sin(a))? + i-2-sin(a)-cos(at)
\ ) \ J

T T
Aus der Eulerschen Identitat erhalt man (cos(a) + i-sin(a))? = cos(2a) + i-sin(2a)

b) Durch Ausmultiplizieren erhalt man (cos(a) + i-sin(a))® = [(cos(a))? — (sin(a))? + i-2-sin(at)-cos(ar)][cos(a) + i-sin(a)]
= (cos(a))® — (sin(a))?cos(a) — 2(sin(a))*cos(a)
+ 1-2-sin(a)-(cos(a))? + i-sin(a)-(cos(a))® — i(sin(a))>.
= (cos(a))* — 3(sin(a))*-cos(ar) + i-[3(cos(a))*sin(a) — (sin(a))’]
und mit (cos(a))? + (sin(a))? = 1 (cos(a) + i-sin(a))® = (cos(a))® — 3[1 — (cos(a))*]-cos(at)
+i[3[1 — (sin(a))*]sin(a) — (sin(a))°]
= éll(cos(a))s —3-cos(a) + il-[3-sin(a) - 4~(sin(0t))3]l
T Y
Aus der Eulerschen Identitat erhalt man (cos(a) + i-sin(a))® = cos(3a) + i-sin(3a)

Die Additionstheoreme folgen jeweils aus der Gleichheit von Real- und Imaginarteil.



Aufgabe 9
a) z;= 3 -i= 2-cis(330°) und z, = 2-cis(+60°) = 4o 1-cis(270°) = —
z

2

b) z,= % V2 (1 +i) = 1-cis(45°) und z, = % J2(1— i) = Locis(—45°) = 2L = 1.¢is(90°) = i.
Z

2

¢) zy=1+2i= /5 -cis(63,43°) und z, = 3 — 4i = 5-¢is(306,87°) = L = % Cis(116,56°) = —0,2 + 0,40
ZZ
e)z Im(z)

Aufgabe 10 \1 2704
8) 7,=2-Cis(45°) = \2 + N2 i und 7, = 2-cis(225°) = —/2 — 2. b) z d) ;1 EA
b) z,=2-Cis(135°) = —+/2 + 2 und z, = 2-cis(315°) = V2 — V2i. t
€) zy= 2-Cis(90°) = 2i und z, = 2-¢is(270°) = —2i Re(2)
d) z; = V2 -cis(60°) = %\/E + %\/Ei und z, = «/E-cis(240°):—%\/_ - %«/Ei 2 1 g 2
e) z:~ 429 -cis(124,1°) =1,30 — 1,92i und z, = /29 -cis(304,1°) = —1,30 + 1,92i Yt

a)z, 9z b) z
Aufgabe 11 , XC) 2 \ i

a) Z2+22+i=0=L={-1+1-i}=1{-1+1,10 T 0,46i}= {0,10 — 0,46i; —2,10i + 0,46}

e) 2,

b) Z2-(1-i)z+1-2i=0= L:{% - %i + —1+gi }={0,5-0,5i + 0,63 + 1,18i} = {~0,13 — 1,68i; 1,13 + 0,68}

C) 2+ (2+2i)z+4-2i=0=>L={-1-i+tv4+4i }={-1-i+091=220i} = {~0,09 + 1,10i; —1,91 — 3,20i}

Aufgabe 12
a) z;=1undz,=-1.

b) zi=1¢"=1;2,=1e" = %4—%«/3? und z; =1-¢" = %—l\ﬁ.

2
i270°

i180° .
B =—1und z, =1-e"“" =—-i.

¢) z1=1e"=1;2,=1"=i;z,=1¢

d z,=1; 22—16'72 ~0,31+0,951; 3= 1-€™ = ~0,81 + 0,591, z, = 1-¢?*%" = —0,81 — 0,59i; z5s = 1-¢®®®" = 0,31 — 0,95i

&) zn=1¢"= 241 5 undz= 1675 = SN
) 21 > Zf 2 A

f) z,=1e"= 1\/§+l'z =10 = —1«/§+l und z5 =1-¢"%" = —i.

9) 1 —1e'255~090+0431 22—16'1155~ 043+0901 ;23 = 1-¢?%% = —0,90 — 0,431 und z, = 1€ = 0,43 — 0,90i
h) a= 2% =z, = {2%° ~108+1029z2—€Ee'135~ ~0,79 +1i-0,79 und z5 = §/2 ¢ = 0,29 — i-1,08.

) a=V2-e™ =z2,= 2¢"7=1,08-i029,2,= ¥2 ¢ =-0,79 —i0,79 und zg = {2 ¢ > = —0,29 +i1,08.
D) a=2€" = z,= 425 = 1,15+i0,31; 2, = 42 "% =031 +i1,15; 23 = 42 ¢ = -1,15 0,31 und
2= \/E-eizgf’":—o,sl —i1,15
K) a=2¢"%" = z,= 2% =1,03+i0,59; 2, = 42 -¢*" =~ 0,59 +i1,03; z; = 42 ¢ = -1,03 —i-0,59 und
2,= 42 e = 0,59 —i-1,03.
) a=2¢e""=2,= 2% =099 +i057;2,= V2 e = 0,24 +i1,12; z; = Y2 ™ = ~1,14 +i-0,12;
2,= 32 ¢ =047 —i-1,05 und z5 = ¥2 -¢***" = 0,85 —i-0,77.
ma=2¢" = z,=32e%099-i057;2,= Y2 ¢ =-0,24-i112;25= Y2 ¢ =-1,14-i-0,12;
2,= Y2 ¢ = 0,47 +i-1,05 und z5 = 2 ¢ ¥ = 0,85 +i-0,77.
Im(z) Im(z) Im(z)
........... Z
2%1 ........ ] 4 N -z
\ rz 1 Re(2) Re(z) ' Re
N H Z3 N
2 i1 A 1 p 2 : 2 Z3 1] :
Z3 ‘/ 'z
R A e
T z Z

z

Aufgabe 12 k) Aufgabe 12 1) Aufgabe 12 m)



