8.4. Die komplexe Zahlenebene

8.4.1. Kartesische Form und Addition komplexer Zahlen

Die x-Achse wird zurreellen Achse auf der alle reellen
Zahlen x + 0Oi liegen und die y-Achse zumaginaren Achse -5 -4 -3 -2 -1
auf der alle rein imaginaren Zahlen 0 + yi liegen.

Im(z)
Jede komplexe Zahl z = x + yi besteht aus zwei Kemepten - -r-----""~"5T "~ oo T
Re(z) = x und Im(z) = y und lasst sich daherRaiskt (x|y) in | | 4 l Co
der komplexen Zahlenebene darstellen. Kartesische - .. . __ a4 A s
Darstellung nach René Descartes 1596 - 1650, dem Erfinder | ) l 2=3+2
g . R | | I [ ] I I
des rechtwinkligen Koordinatensystems) b | b
L__L | _

Aus z erhdlt man di€gSegenzahl-z durchSpiegelung am - -

Ursprung und daskomplex konjugierte Element z durch i
Spiegelung an der reellen Achse !

Die komponentenweis&ddition komplexer Zahlen entspricht
demHintereinanderlegender entsprechendédrtsvektoren.

Bei derSubtraktion wird die Pfeilrichtung des Subtrahenden
umgedreht: z— 2 =z + (-2).

Durch Addition und Subtraktion erhalt man so diedba
Diagonalen des wvon z und 2 aufgespannten
Parallelogramms:

Ubungen: Aufgaben zur komplexen Zahlenebene Nr. 1

8.4.2. Polarform komplexer Zahlen

Im(z)
Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + vyi ist die Lange gire -5 CTroTTT T T
. 2 2 z=1 |
Ortsvektors und berechnet sich n&gtthagoraszu |z| = x* +y? . -

DasArgument einer komplexen Zahl z = x + yi ist definiert aer
Winkel ¢ zwischen ihrem Ortsvektor und der positiven reellehse.
Es lasst sich daher mit deffrangens berechnen zw = arg(z) =

tan* [Xj .
X

Ubungen: Aufgaben zur komplexen Zahlenebene Nid3u

Eine komplexe Zahl z lasst sich damit auf zwei egiexdene Arten eindeutig beschreiben:

2| = x* +y? Im(z) <
A
| o= tan‘l(lj T .
X Polarform mit
Kartesische Formmit Betrag undArgument i |z > |ztsin(e)
Realteil undimaginarteil: . .
|z|-cosfp) + i-|z|-sin(p)
Z=X+Yyi = |z|-[cos) + i-sin(p)] siR(e)
= |zl-cis(o) - >
1 Re(z)
| x=lzlcosp) | __—" cosf)
y = [z|'sin(g) |z} cosfp)

Zur Abkilrzung verwendet man dabei tligonometrische Summecis(p) = cos) + i-sin(p). Das Argumeni
= arg(z) bezieht sich auf ein@infachen Umlauf in positiver Richtungund ist daher zunachst (vgl. 8.3.4)
beschrankt auf den Bereich@p < 2r. Es kann sowohl iGrad als auch inBogenmafangegeben werden.



Beispiele fur die Umrechnung kartesische Form- Polarform:

1. z=2+3i> |z| =22+ F =13 undg = tan‘l[gj ~56,3°=> z= /13 Cis(56,3°)
2. z=4-3i= |z| = 4+ (-3 =5undp = tan‘l(;j ~ -36,9°=> z~ 5¢is(—36,9°) = &is(323,1°)

3. z=2i= |z| = 2 undp = 90°= z~ 2-Cis(90°) = 2cis(g)
4, z=-3= |z| =3 undp = 180% z= 3-cis(180°) = is(r)

Beispiele fir die Umrechnung Polarform— kartesische Form:

1. z=4cis(30°)= x = 4co0s(30°) 3,46 und y = 4in(30°) = 2= z= 3,46 + 2i

2. z=3cis(45°)=> x = 3¢c0s(45°) 2,12 und y = 3in(45°)= 2,12=> 7z~ 2,12 + 2,12i
3. z=2cis(180°)= x = 2c0s(180°) = -2 und y =&in(180°) = 0=z = -2

4. z=5cis(270°)= x = 5c0s(270°) =0 und y =-8in(270°) = 5= z = -5i

Ubungen: Aufgaben zur komplexen Zahlenebene Nid%u

8.4.3. Multiplikation komplexer Zahlen in Polarform

Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen werden ihre Betrdage multipliziert und ihre Winkel
addiert. Zur Herleitung dieser Eigenschaft verwenden wifgeund ihrer Uberragenden Bedeutung die
Eulersche Forme| die einen erstaunlich einfachen Zusammenhang chers den trigonometrischen
Funktionen und dematirlichen Exponentialfunktion auf der imaginaren Achse beschreibt:

e’ = cis()

Diese kleine Formel folgt ohne weiteres direkt dasPotenzreihenentwicklungder drei Funktionen und ist
zum grofRRen Teil fir den Erfolg der komplexen Zahlkemantwortlich. Da sie nur ilBogenmaR gliltig ist,
werden wir in der Rechenpraxis allerdings weiterhiaistens digrigonometrische Summemit GradmaRi
verwenden. Die Addition zweier Winkel bei der Mplikation ist mit der Eulerschen Formel eine eihiac
Anwendung def.. Potenzregel

212, =|z1]-Cis(oy) | 22| -Cis(p2)
=|z|-€""|z,|-€"
S PARPAR-

=|z1]-12,]-cis(e1 + 92).

Beispiel mit z = 1,5¢is(60°)= 0,75 + 1,30i und z= 2-cis(135°)~ -1,41 + 1,41i

1. In kartesischen Koordinaten: mithsam und ungenaul! 3'”‘(2)

27, =(0,75+ 1,30i(~1,41 + 1,41i)
= (-1,06 - 1,82) + (1,06 — 1,82)i
=-2,88 - 0,76i
~ 2,98cis(194,8°)

~

z, = 2-cis(135°
| 2 J

.5¢is(60°)

2. In Polarkoordinaten: schnell und exakt! §5 /{\ '\ Re(z)
212, = 1,5cis(60°)2-cis(135°) ) — o 60%) ; .
= 1,52-cis(60° + 135°) -3 < D 1 2 3
= 3cis(195°) | N | |

.. 217, = 3¢is(195°
Ubungen: Aufgaben zur komplexen Zahlenebene Nr. 6



8.4.4. Division komplexer Zahlen in Polarform

Man dividiert durch eine komplexe Zahl, indem man dirch ihren Betrag teilt und ihren Winkel
subtrahiert:

z, _ |z |€ish,) _ |z &' _

z LA O b
z, |z |ish,) |z @' |z | |z, |

“Cis((p1 — ¢2)

Beispiel mit z = 3-cis(195°)= -2,90 - 0,78i und z= 2cis(135°)= -1,41 + 1,41i

1. In kartesischen Koordinaten: mithsam und ungenaul!
z, _ -2,90-0,78i _ (-2,90- 0,78i)¢ 1,4t 1,41

=

z, -141+1,41 (-1,41+ 1,4%)€ 1,4% 1,41

_3,08-5,19i
2+2

z, = 2-cis(135°
| 2 J

= 0,77 - 1,30k 1,51cis(59,35°)

2. In Polarkoordinaten: schnell und exakt!
Zl

g-cis(195° - 135°) = 1,%8is(60°)

Z,

e 14
z; = 3¢is(195°)

Ubungen: Aufgaben zur komplexen Zahlenebene Nr. 7

8.4.5. Wurzeln komplexer Zahlen

Aus der Multiplikation komplexer Zahlen im Polanforfolgt: Man zieht die Wurzel einer komplexen Zabhl,
indem man ihren Betrag radiziert und ihren Winkel halbiert. Wegen der Periodizitat der
trigonometrischen Summe gibt es im Bereich 8 ¢ < 2r immer zwei mégliche Winkel, deren Verdopplung

¢ ¢

wieder auf ¢ fuhrt: = und = +=:
2 2

Die Gleichung Z= |al-cis(p) € C hat im Bereich & ¢ < 2n
die zwei Losungen;z= \/H-cis(%) und z = \/H-cis(% +m),
denn z°= |a|-cis(% + %) = |alcisp) = a

b ¢

Famt +m) = |alcis(e + 2r) = |alcis(p) = a

und 2?= |al-cis(

Beispiel: 2, = /2 -Cis(255°)

Die Gleichung Z= —+/3 + i = 2¢is(150°) hat die Lésungen z ~/2 -cis(75°) und z= +/2 -cis(255°),
denn z% = 2-cis(150°) und Z = 2-cis(510°) = 2cis(360° + 150°) = Zis(150°).

Ubungen: Aufgaben zur komplexen Zahlenebene Nid®u



